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MODULO 1. CONJUNTOS NUMERICOS.

Definicién conjuntos numeéricos

Una lista o coleccion de objetos es un conjunto. Se denota mediante letras mayusculas.

Ejemplo. A: {1,2,3} es el conjunto de los tres primeros nimeros naturales.

Los elementos de un conjunto se encierran entre llaves y se separan entre si con
comas.

Un conjunto puede expresarse por extensién (enumerando todos los elementos que lo
constituyen) o por compresién (brindando las propiedades que lo definen).

Ejemplo. B: {a, e, i, 0, u} extension
B: {x | x es vocal} comprension

Dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos, aunque estén repetidos o
desordenados.

Ejemplo. A: {1,2,3}; B: {2,3,1}; C: {1,3,1,2}
A=B=C
Un conjunto es vacio cuando carece de elementos, se denota .
Ejemplo. G: {personas vivas de mas de 200 afios de edad}
H: {x| (x?>=4) y x “impar”}
G=H=¢Y
Observaciones:

El conjunto & no tiene elementos.

El conjunto {<J} no esté vacio: tiene un elemento, que es el conjunto vacio; es un
conjunto de conjuntos.

El conjunto universal U contiene todos los elementos de los que se esté tratando.

Operaciones entre conjuntos
Sean los conjuntos A y B se pueden definir las siguientes operaciones:

Unién (A L B) es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A o a B:
(AUB)=1{1,34,5}

Interseccién (A N B) es el conjunto de todos los elementos que pertenecena Ay a B:
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(ANB) = {35}

Diferencia (A - B) es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a A pero no a
B:

(A-B) = {4}

Diferencia simétrica (A A B) es el conjunto de los elementos que solo pertenecen a A
oaB:

(AAB)={1,4}

Complemento ( A <) es el conjunto de todos los elementos que no pertenecen a A:

(A) = {1}

En lenguaje simbélico:
(AUB)={x|(x€A) V(x eB)}
(ANB) = {x|(x €A) Alx €B)}
(A-B)={x|(x €A) Alx ¢ B)}
(AAB)={x]|(xeA) v(x eB) Alx & (A AB))}

(A°)={x|(x e A}

(AU B) (AN B)

U N (A-B)

(AAB) -

c \=
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Cardinalidad de un conjunto

Es el nimero de elementos de un conjunto A y se denota n(A).
Ejemplos. Numero cardinal de cada uno de los siguientes conjuntos:

1. A={1357}
A tiene cuatro elementos, entonces n(A)= 4.

2. B= {x| x es un pais de Norteamérica}
B tiene tres elementos, entonces n(B)=3.

3. C=¢
C no tiene elementos, entonces n(C)= 0.

Relaciones entre conjuntos
A es un subconjunto de B (o0 A esta contenido en B, simbolizado como A c B) implica
gue B tiene al menos un elemento que no esta en A, A esta incluido estrictamente en B.
Si cada elemento de A es también elemento de B; 0 sea que si x € A, entonces X € B, A

y B son iguales; es decir que A — By B — A simultaneamente.

NUmeros naturales

A los nimeros que utilizamos para contar la cantidad de elementos de un conjunto no
vacio se los denomina nimeros naturales. Designamos con N al conjunto de dichos nimeros.

N={1,2,3,4,5,6,...}.

Los nimeros naturales también sirven para ordenar. Asi, decimos que la tierra es el
tercer planeta a partir del sol, que éste es el primer médulo del seminario universitario de
ingreso, etc.

La suma y el producto de dos nimeros naturales es siempre un nimero natural.

Sia,beN entonces atbeN y a.beN.

Sin embargo, no siempre la diferencia de dos nimeros naturales es un nimero natural.

Sia,beN yb<a entonces a-beN

8
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Ejemplos. 1-1=0¢N 1-2=-1¢N 3-1=2¢N.

Los numeros naturales estan ordenados, podemos representarlos en la recta numérica
como sigue:

Si al conjunto de nimeros naturales le agregamos el nimero cero obtenemos un nuevo
conjunto que denotamos No = N u {0}.

Por otro lado, si reemplazamos cada elemento del conjunto de los nimeros naturales
por su opuesto, es decir, en lugar de 1 escribimos -1, en lugar de 2 escribimos -2, y asi
siguiendo, obtenemos un nuevo conjunto que denotaremos

N ={1,2-3,.}={-a/a e N}.

AceN siysolosi -ae N

NAN =& Esdecir, no existe un nimero que pertenezca al conjunto de Ny al
conjuntode N en simultaneo.

NUmeros enteros

Definimos al conjunto de los niimeros enteros como: Z= N U {0} U N.

De esto resulta que todo nimero natural es un nimero entero.

9
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Sibe Z implica que -be Z

Sia,be Z implica que athe Z

Sia,be Z implica que a-b e Z yaque a-b=a+(-b); como-b ¢ Z resulta que

at(-b)e Z

Sia,be Z implica que abe Z

Ejemplos.

2¢’ implica que - (-2)=2 € Z
4-5¢Z implicaque 4 + (-5)=-1¢Z
4-5¢Z implicaque 4 - (-5)=9 € Z
4-5¢7 implicaque 4 . (-5)=-20 € Z

No siempre la divisién entre dos nimeros enteros es un ndmero entero.
Ejemplo. 7:2=35 ¢ Z

Al realizar una division entre dos nimeros enteros, puede que el resto sea distinto que
cero.

=~

wWiIN
—
o | T

Algoritmo de la division: Sean a, b € Z, a = 0 existen enteros Unicos ¢, r tales que b=a.q+r
con0<r< |a| “El resto de la divisidn entre dos nimeros enteros nunca puede ser negativo”.

Ejemplos.

1. Para b=84, a=45, resultan g=1, r=39 ya que 84=45.1+39.
2. Para b=84, a=-45, resultan g=-1, r=39 ya que 84= (-45).(-1)+39.
3. Parab=-84, a=45, resultan q=-2, r=6  ya que -84=45.(-2)+6

4. Parab=-84, a=-45, resultan g=2, r=6  ya que -84=(-45).2+6

10
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Divisibilidad: Si r=0, resulta b=a. q y se dice que a divide a b (0 que b es mdltiplo de a, 0 que b
es divisible por a, 0 que a es divisor de b).

Ejemplos.
1. 2dividea6 6=2.3+0 de modo que r=0.
2. 5nodividea 12 12=5.2+2  de modo que r=2. No existe ningun nimero

entero que multiplicado por 5 de 12.

Un numero entero a es primo si tiene exactamente cuatro divisores: 1, -1, a, -a.

Ejemplos. 2, 11, 463.

Méaximo comun divisor: Si se descomponen dos nimeros enteros positivos a y b en sus factores
primos, el maximo comun divisor entre a 'y b, es el producto de los factores primos comunes,
con el menor exponente. Se denota mcd= (a,b).

Ejemplo. Sia=72y b=84 resulta:

72| 2 84 |2
36 |2 42 | 2
18| 2 21| 3
913 717
3|3 1
1

72=23.3%2 84=223.7

mcd (72, 84) =22.3=12 Es decir, 12 es el mayor de los divisores comunes entre 72y
84.

Minimo com(n multiplo: Si se descomponen dos nimeros enteros positivos ay b en sus
factores primos, el minimo comdn maltiplo entre a y b es el producto de los factores primos
comunes y no comunes con el mayor exponente. Se denota mcm (a,b).

Ejemplo. Tomando los nimeros del ejemplo anterior resulta mcm (72, 84)= 23. 32.7=504, es
decir que 504 es el menor de los multiplos comunes entre 72y 84.

NUmeros racionales

Llamamos nimero racional a todo nimero que se puede expresar como fraccion %

donde ny m son enteros y m = 0. Con Q denotamos la totalidad de los nimeros racionales.
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Todo namero entero es racional, ya que si m € Z escribimos m= ? € Q.EsdecirZc Q.

La suma, la diferencia y el producto de dos nimeros racionales es un nimero racional.
El inverso de cualquier nimero racional no nulo, es un nimero racional.

Los nimeros racionales pueden expresarse como nimero decimal exacto o periodico.
Ejemplos.
1. El ndmero racional tres cuartos puede expresarse como:

3 -3 6 9 75

- = = = = =0,75=0,750 =...
4 -4 8 12 100 ! ! |
k j";\ PR
Y _ll,-
forma fraccionaria forma decimal
2. % = 0,5 —> Decimal exacto.
3.1 -0,333..=0,3 —> Periodo 3.
3
4. % -7,818181..= 7,81—> Periodo 81

5. 2_69= 4,833333..=4,83 —> Periodo 3.
Cada parte de un nimero decimal tiene un nombre especial:
Parte entera parte decimal

4 , 8 3 Parte periddica

\— Parte no periddica
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A continuacion indicaremos como pasar de la forma decimal a la forma fraccionaria.

Forma decimal
Exactas

Puras

Periddicas

Mixtas

El porcentaje (%) es la razon % entre dos numeros reales a, b que es comparado con

100 como referencia.

Porcentaje= -.100%

Observacion

En el numerador aparece la

parte decimal, y en el
denominador tenemos el 1

seguido de tantos ceros como

cifras decimales tengo.

En el numerador aparece la
parte periodica, mientras que
en el denominador tenemos
tantos nimeros 9 como cifras

tiene el periodo.

En el numerador aparece la

diferencia entre la parte

decimal y la parte decimal no
periddica, mientras que en el
denominador tenemos tantos
numeros 9 como cifras tiene el

periodo seguido de tantos
ceros como cifras tiene la
parte no periédica.

conb=0

Ejemplos
75
0,75= — o5

15

8]016==555
_ 223
223700

o~ 25
0,2525..=0,25= —5o~
o,3333...=of§=%

o .28 _ 127
1,2828..~1,28=1+ 5o = —£o—
0.75454..20,754="+" - 747
! =75 %7990 T 990

_ 747
12,75454..=12,754=12+ —550—
12627
~ 990
ﬁ 124-12
5,12444...—5,124—5+W
112 4612
=5+ =
900 900

Una regla de tres simples es la operacion aritmética que permite hallar un cuarto

valor, cuando se conoce los otros tres términos de una proporcién. Es simple cuando

simplemente intervienen dos magnitudes.

A—2 5 C

A—> X

A1 C
A2 X

A>.C
A1

13
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NUmeros irracionales

A los numeros reales, que no se los puede expresar en forma de fraccion, se los
denomina nimeros irracionales. Es decir, un nimero irracional expresado en forma decimal no
es exacto ni periddico.

Ejemplos.

1. n=3,141592654
El simbolo = indica que representa una aproximacion del nimero irracional .
Notemos que también existen otras aproximaciones para este himero, como
son: 3,14; 3,141, 3,14159; 3,1416. El nmero = aparece al calcular la longitud
de una circunferencia y el &rea de un circulo.

2. e =271
Representa una aproximacion del nimero irracional e. Al efectuar célculos en
los que intervienen los nimeros irracionales, tomamos una cantidad finita
(entre 3y 5) de cifras decimales. Por lo tanto podemos considerar e = 2,718 0
bien e = 2,71828. El nlmero e se presenta en procesos de crecimiento de una
poblacién animal o vegetal, y en problemas de desintegracion radiactiva, entre
otros.

Nimeros reales

La uni6n del conjunto Q de nimeros racionales, y el conjunto de los nimeros
irracionales es el conjunto de los nimeros reales R.

R

Q Ndmeros

v irracionales
4

Todos los numeros que hemos estudiado hasta el momento son nimeros reales. El
conjunto de los nimeros reales también puede representarse sobre una recta. A cada nimero
real le corresponde un Unico punto de la recta, y cada punto de la recta representa un unico
punto real. A esta recta la llamamos recta real.

No siempre somos capaces de representar exactamente a un nimero real, sin
embargo, siempre es posible obtener una representacion aproximada de ella a partir de su
expresion decimal.

No existe un nimero real que sea mayor o igual a todos los demaés, ni uno que sea
menor o igual a todos los demés. Ademas entre dos nimeros reales dados cualesquiera existen
infinitos numeros racionales, e infinitos nimeros irracionales.

14
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Ejemplos. La representacion de los nimeros: v 2;-3; 0,2; -5/4 y 2 es:

-5/4 0,2 V2

—_—— OO

| 0O

-2 -1

N === N

| 0O | | O
. | |

1

(o)

Siempre podemos comparar dos nimeros reales cualesquiera. Dados dos nimeros
reales ay b, se tiene una y sola una de las siguientes situaciones: a<b; a>b; a=b

Esto nos permite representar “ordenadamente” los numeros reales en la recta
numérica. Ademas se satisfacen las siguientes propiedades:

V a,beR,a<b & atc<b+c.
V a,b,ceeR,a<byc>0=a.c<h.c

V a,b,ceeR,a<byc<0=ac>h.c
Ejemplos.

1. -3<4 & -3+1<4+1.
2. -3<4y 2>0=-3.2<4.2.

3. -3<4y -2<0=-3.(-2) > 4. (-2).

Potenciacion. Recordemos que a" =wa/

nveces

Donde a es un nimero real al que denominaremos base, y n un namero natural al que
[lamaremos exponente.

Ejemplo.

(-G 6)

Extension de la definicién de potenciacion a exponentes enteros. Por convencion se tiene

1
an

paraa=0quea’=1 ya"=—

Ejemplo.

15
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Algunas propiedades importantes que debemos recordar son:
Producto de potencias con la misma base. a". a"=a™"
Ejemplos. 2%.2°=2°  / X' xP=x2
Cocientes de potencias con la misma base. a™: a"=a™"
Ejemplos. 2% 2°=2%=1 / X' x?=x°

m)n m.n

Potencia de una potencia. (a
Ejemplos. (3°)°=3" 7/ (x)) 1= %2

Potencia de un producto. (a. b)"=a". b"
Ejemplos. (2. 5)%= 27, 52 / xy)’=x2y°

Potencia de un cociente. (a: b)"=a" b"
Ejemplos. (2:5)%=2"% 5 / oy )P =xy°

Radicacion. Definimos "Va=b si b"=a
Donde n es un nimero natural.

"Va se lee “raiz n-ésima de a”. Denominamos a n indice de la raiz, y a radicando.

Observemos que para que la definicion tenga sentido:

Sin es impar, a puede ser cualquier nimero impar.
Ejemplo. */-27=-3 ya que (-3)’=-27

Si n es par, a debe ser un nimero real positivo.
Ejemplo. */'81= 3 ya que 3*=81

La raiz n-ésima de un nimero suele también denotarse como potencia. "Va=a""
Ademas Va’=a""siaz0

Observemos que si a < 0, esta afirmacion no siempre tiene sentido, ya que pueden
presentarse casos como el siguiente:

(-3)%= V(-3)* pero (-3)*%= ((-3)/%)*= (V-3)* no tiene sentido en el conjunto de los R.
También se satisfacen las siguientes propiedades:

a>0,b>0ya<b=a’>b"
Ejemplo. a=2b=3,2<3,2'>3" = %>%
a<0,b<0Oya<b=a’>b"

. N
Ejemplo.a=-_3_ b=-2 -3 <. 2 :[i] >E LJ
2 3 2 3 2

16
FACULTAD REGIONAL CHUBUT - Puerto Madryn - Argentina | Av. Del Trabajo 1536 - Tel. (0280) 445-2449 | www.frch.utn.edu.ar



El siguiente cuadro resume las propiedades que verifican las operaciones de suma,

producto, potencia y raiz en R y en cada subconjunto de este.

OPERACIONES | PROPIEDADES

Suma

Producto

Suma-
producto
Potencias

Raices

Observaciones:

1.Asociativa
2.Conmutativa
3.Elemento neutro
4.Elemento opuesto de a
1.Asociativa
2.Conmutativa
3.Elemento neutro
4.Elemento inverso de a
a=0

1.Distributiva

1.Producto de potencias
con la misma base
2.Cociente de potencias
con la misma base
3.Potencia de una
potencia

4.Potencia de un
producto

5.Potencia de un
cociente

1.Producto de raices con
el mismo indice
2.Cocientes de radicales
con el mismo indice
3.Raiz de una raiz

4 Potencia de un radical

a+(b+c)=(a+h)+c
atb=b+a

0

-a

(a.b).c=a.(b.c)
a.b=b.a

1

1

a
a.(b+c)=a.b+a.c

@y'=a""
(a.b)"=a".b"
(a:b)"=a":b"
Va.Vb="Vab
Va:Vb="Va:b

" a=""a
(Va)"="Va"

x

X X | X | X|X|X|X| N

X XXX | x| X |x|x|O

En el conjunto de los nimeros naturales no existe elemento neutro para la suma.

Ademas ningun nimero natural posee elemento opuesto.
Excepto el 1, ninglin nimero entero no nulo posee inverso multiplicativo.
Las propiedades son validas en cada conjunto, siempre gue las expresiones

involucradas tengan sentido.

NUmeros complejos

X X | X | X[ X |X X |X |0

No es cierto en general, que la raiz cuadrada de un nimero real sea siempre un nimero
real, por ejemplo, no hay ningiin nimero real cuyo cuadrado sea -4, es decir, no existe a € R tal

que a’=-4.

17
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La unidad imaginaria 7cumple la propiedad: 7=-1, también se suele escribir V-1 en lugar
de 7 Alos nimeros de la forma a+b /donde a 'y b son reales se les llama ndmeros complejos. Al
conjunto formado por dichos nimeros se los denota C.

En un nimero complejo a+b / con a,b € R, a se llama parte real, y se la denota con
a=Re(atb j, y b se llama parte imaginaria y se la denota con b=Im(a+bJ).

Para el nimero complejo a+b /:

Si a=0, el nimero complejo solo tiene parte imaginaria, es decir, es imaginario puro.

Si b=0, el namero complejo solo tiene parte real, por lo tanto, el conjunto R de los
numeros reales esta incluido en el conjunto C de los nimeros complejos.

La parte imaginaria esta conformada solo por b. No es cierto que la parte imaginaria de
2+4/sea 4/, sino que Im(2+4)=4.

A dos nimeros complejos se los llama conjugados si tienen la misma parte real y
opuesta su parte imaginaria.

Ejemplos. 3+2/y 32/ -5+ 37y -5-/3/

En el conjunto de los nimeros complejos tiene sentido las propiedades de raices, sin
tener en cuenta el signo del radicando.

Ejemplos.

1. V-4=V4-1=V4 .V-1=2]
2. (-3)"*=V(-3)'=9

3. (-3)'=(3)'=(3)" F=9.1=9

El nimero complejo a+b i se representa en el plano mediante el punto P de
coordenadas (a, b). El eje de las abscisas se llama eje real, y el de las ordenadas eje imaginario.
De esta forma, a cada nimero complejo le corresponde un punto del plano y a cada punto del
plano le corresponde un nimero complejo.

Si unimos el origen con el punto P obtenemos un segmento orientado que llamamos vector
y representamos por OP, asi a cada numero complejo le corresponde un vector.
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J7

7>

><V

Ejemplo. Representamos 5+3/ y su conjugado 5-3/.

U.,-
>

5.3/

La suma y resta de nimeros complejos se realiza sumando o restando partes reales
entre si y partes imaginarias entre si respectivamente.

Ejemplos.

1. (243) + (8-5) = (2+8) + (3+(-5))/=10- 2/

2. (2+3) - (8-5) = (2-8) + (3(-5))i =-6 + 8/

El producto de dos nimeros complejos se realiza aplicando la propiedad distributiva
del producto respecto a la suma y recordando que i2=-1.

La division de dos numeros complejos se realiza multiplicando dividendo y divisor por
el complejo conjugado del divisor.

0+30i _ (20+300).(3-) _ 60+90i-201-30iZ _ 90+70i _

3+ (3+). (3-) 9-i2 10 9+7i

Ejemplo. :
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Racionalizacion

En ciertas expresiones en las que intervienen raices es conveniente transformar el
numerador o el denominador en un nimero entero, a continuacion detallaremos dos formulas
que son de utilidad en estos casos. Ambas se verifican aplicando la propiedad distributiva.

Cuadrado de un binomio. (a+b)’= (a+b) . (a+b) = a*+ 2.a.b + b*

Diferencia de cuadrados. (a+b) . (a-b)=a®- b*

Ejemplos.
1 213 _ (2-V13).v3 _2.3-V133 _ 2.4/3-V39
BRVE] V343 3 3
o 55 (51V5). 82 _ 5335 YA

N AL 2

2 2
VIVE_ (VB2 WE- V2 (V3) 243 N2HVE 3262 g, rp

\/§+\/7_ (\/§+\/2_).( V3- \/2_) (ﬁ)z.(ﬁ)z 3-2

Factorizacion

Factorizar una expresién algebraica consiste en expresarla como producto de nuevas
expresiones mas simples. A continuacion presentamos algunos casos de factorizacion.

1. Factor comdn. En la expresion a.b®+2.a%.b*3.a.b° el factor a.b”aparece en todos los
términos, por lo que podemos expresar: a.b*+2.a°.h*-3.a.b> = a.b’ (1+2.a-3.h).

2. Trinomio cuadrado perfecto «—— Cuadrado de un binomio. La forma general de
un trinomio cuadrado perfecto es a*+2.a.b+b’= (a+b)’. Verificamos que estas
expresiones son equivalentes aplicando propiedad distributiva.

(a+b)’= (a+h). (a+b)=a’+a.b+b.a+b’= a®+2.a.b+b>.

3. Diferencia de cuadrados <——> Suma por diferencia. La forma general de una
diferencia de cuadrados es a>-b’= (a+h). (a-b). Veamos efectivamente que estas
expresiones son iguales.

(a+h). (a-b)=a’ - a.b + b.a - b’= a*b®.
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Expresiones algebraicas racionales. Simplificacion

Las operaciones con expresiones algebraicas racionales son similares a las operaciones
entre fracciones. De esta forma, para sumar dos de estas expresiones debemos factorizar el
denominador y encontrar un denominador comun.

Ejemplo.
a’ . a9 - a’ L9 A (a+3)+a+9-(a+3)?
a’+3.a a?+6.a+9 a.(a+3) (a+3)? (a+3)2
_a’+3.a+a+t9-a’-6.a-9 a’+t4at9-a’-6.a9  2a

(a+3)? (a+3)? (a+3)?

También la multiplicacion y divisién de expresiones algebraicas racionales es similar al
caso de las fracciones. Para simplificar expresiones debemos en primer lugar, factorizar
numeradores y denominadores.

Ejemplo.
a?+6.ab+9.b” a’b+3.ab’ (at3.b)’ ab.(a+3.b)

a2-(3b)? ~ 6b2a 1 __1 " 2(3ba)
a2 9b2

_at3b  ab  (at3.b).(9.a%b") ab
9.b%a? 2.(3b-a) (3.b-a).(3.b+ta) "2.(3.b-a)
9.a2.b’

~9.a%b”  ab b
(3ba) 2.(3ba)
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MODULO 2. ECUACIONES.

ECUACIONES

Una ecuacion es una igualdad entre expresiones algebraicas con una a mas incognitas.
Resolver una ecuacion es encontrar el o los valores de la o las incognitas con los que se logra
igualar los dos miembros de la misma.

Una ecuacion lineal tiene laformaax+b=0,cona,be Rya=0.
Ejemplos.

1. x+8=3
x=3-8
X=-5 S={-5}

1
2. 2x—3-7
2x=i+3

2

=7 4
3. 3x-1=-2x+4
3X+2x=4+1
5x=5
x=1 S={1}

4. 4-5(4x-2)=x-3(2x +1)
4-20x+10=x-6x-3
-20x—-x+6x=-3-4-10
15x =17

17 17
15 T

5. 5—2(x+3)=-%(4x+2)
5-2x-6=-2x-1
2X+2x=-1+6-5
0x=0 S= {R} Esto implica que cualquier x € R es solucién de la ecuacion

(infinitas soluciones).

6. 3x-1=6(—~+5)

3x-1=3x+30
3x-3x=30+1
Ox =31 S= {@} No existe ningun valor que satisfaga la ecuacion.
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Una ecuacion cuadratica tiene la formaa x® +bx + ¢ =0, cona, b, c € R ya=0.

Para resolverla se aplica la siguiente férmula:

X12=-h++V b’ - 4ac
2a

La resolucién de la misma puede interpretarse geométricamente como hallar el/los

valores de las abscisas al origen de la funcién cuadratica y = £(x) = ax” + bx + ¢, es decir hallar

los valores de x para los cuales y=0.

Para hacer el estudio sobre la naturaleza de las raices, hay que evaluar la expresion que

aparece dentro de la raiz cuadrada de la formula resolvente, a la cual se denomina
discriminante y se denota por: A = b? - 4ac.

Solucién Graficamente
A >0 | Dos soluciones reales distintas | La parabola intersecta en dos puntos al eje x.
A =0 | Unasolucion real La parabola intersecta en un punto al eje x, que es
el vértice.
A <0 | No tiene soluciones reales La parabola no intersecta al eje x.

Ecuaciones expresadas en forma factorizada: Si el producto de varios factores es cero, por lo

menos uno de ellos es cero. Sia.b=0entoncesa=00b =0.
Ejemplos.

1. -8(x-1)=0
-8%0
x-1=0=x=1 S={1}

2. (3x+2)x=0
Debe ser: )
3x+2=0:>x=-T
6x=0 S={0,- —}

3. x+2)(5-x( 3-2x)=0
Debe ser: 5
AX+2=0=>%x=- —
5-x=0=x=5 3

\f3—2x=0:>x:% S= (-2/3, 5,%}

4 3-2x -
Tox+2

Para que se anule el cociente debe ser:
3-2x=0 y Xx+2=0
3 3
De3-2x=0=x=— S={—
2 { 2 ;
Como ese valor no anula al denominador, es solucién de la ecuacion.

2-2(x-1)
2x+4
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5. =0 X#0

Debe ser entonces
2-2x+1)=0=>x=2 S={@}

Sistemas de ecuaciones lineales.

En algunas situaciones, interesa analizar si existe o no valores que verifican condiciones
gue se cumplan simultdneamente y, en el caso de que existan, averiguar de qué valores se
trata.

En general, un sistema de dos ecuaciones lineales con dos variables tiene la siguiente
forma:

ax + by + ¢ =0, con ay b no simultaneamente nulos.

dx + ey + f=0, condy e no simultineamente nulos.

Resolucidn analitica de sistemas de ecuaciones lineales.

Trataremos ahora de hallar la solucion simultanea de varias ecuaciones lineales, esto
es, deseamos encontrar los valores de las incognitas que verifiquen todas las ecuaciones
planteadas al mismo tiempo.

Nos interesamos en dar solucién a sistemas de dos ecuaciones con dos incégnitas,
usualmente llamados sistemas de 2x2.

Son varios los métodos que podemos emplear para dar solucion a los problemas. A
continuacion resolvemos el problema aplicando cada uno de ellos.
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Método de resolucion Soluciones | Denominacion del
sistema

I. Sustitucién Unica Compatible determinado

{y— 2x=-3(1)
y-x=2(2)

De la ecuacién 1 despejamos el valor de y y lo
sustituimos en la 2: y = 2x — 3 (*).

Reemplazando en la ecuacion 2:
(2x-3)-x=2=2x-3-x=2=
2X-Xx=2+3=x=5

Si x = 5 hallamos el valor de y reemplazando
en(*):y=25-3=7

Entonces la solucién del sistema en el par de
valoresde xey S: (5;7)

Il. Eliminacién por suma o resta No tiene Incompatible

y-x=1(1)
{Zy -2x=-6(2)

Reemplazando la ecuacion por su equivalente,
dividiendo miembro a miembro por 2 a la (1).
Ahora el sistema tiene la forma:

y-x=1

y-x=-3
Restando a ambos miembros estas
ecuaciones se obtiene: 0 =-4
Expresion absurda que nos indica que el
sistema no tiene solucion.

¢Como resultan geométricamente las rectas
gue indica el sistema?

De la primer ecuacion: y=x + 1
Se trata de una recta de pendiente 1y
ordenada al origen 1.

De la segunda ecuacion:y =x — 3
Que identifica la ecuacion de una recta de
pendiente 1y ordenada al origen -3.

Llegamos entonces a la conclusion que las
rectas gque representan las ecuaciones del
sistema tienen la misma pendiente, es decir,
son paralelas. De aqui que el sistema sea
incompatible. S: (&)

1. Igualacién Infinitas Compatible indeterminado
Este método consiste en despejar de ambas

ecuaciones del sistema la misma incognita, y

luego igualar las expresiones obtenidas. En

nuestro ejemplo tenemos:
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y=x+1(1)
2y =2x+2(2)
De la (2) se despeja 'y
y=x+1
y=x+1
Ahora, si los primeros miembros son iguales,
los segundos también los son, entonces:
X+1l=x+1
Lo que nos expresa que las dos ecuaciones
del sistema, son idénticas, esto es, desde el
punto de vista geométrico, representan la
misma recta. En consecuencia, la solucion de
la recta son los infinitos puntos de la recta a la
gue ambas ecuaciones hacen referencia. En
este caso decimos que el sistema es
compatible indeterminado.
IV. Determinantes Unica Compatible determinado
Definicion. Dado un sistema de dos
ecuaciones con dos incégnitas (2x2) de la
forma:
axthby=c
dx+ey=f
Llamamos determinante del sistema al
ndmero:
ab
=a.e—b.d

de
Observacidn: las lineas Il son la representacién
simbdlica del determinante.

Cuando este determinante es distinto de cero,
podemos afirmar que el sistema tiene una sola
solucién que se calcula:

ch
_ fe _ ce-bf
" ae-db = ae-db
ac
_ df B af-d.c
" ae-db  ae-db

Para el ejemplo:
2x-2y=1
X+2y =3

1-3
.
2.2-(-1).(-3)
1.2 - 3.(-3)
2.2-(-1).(-3)

249
- 2*9
-3

X=

X=
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y= Z2 1
13
2.2-(-1).(-3)
_ 23-(-1).1 . 6+1 _,
2.2-(-1).(-3) 4-3

Resolucion grafica de sistemas de ecuaciones lineales

Encontrar soluciones comunes a dos 0 mas ecuaciones lineales es resolver un sistema
de ecuaciones lineales. Para eso, utilizando propiedades de las igualdades, pueden
transformarse las ecuaciones en otras equivalentes en su expresion general.

Ejemplo.

y+1=2(x+1)
x+1l=y-1

Puede escribirse de la forma en su forma general como:
2x+y+3=0
X-y+2=0

Luego, pueden representarse graficamente ambas ecuaciones y determinar, si existe, el
punto o los puntos de interseccion de ambas graficas.

y=2x-3
y=x+2

il
(o)

o}

N

(o)}

(€2}

ES

w

> — =) X-3

N

y=x+2

o2y

D

=

N

w

a
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En general, si las condiciones las cumplen todos los nimeros reales, es posible dibujar
las rectas que representan ambas ecuaciones, pueden darse tres casos:

Compatible .I.
y x+1
2y 2x + 2

Indeterminado Infinitas

- Il Sy

También es posible resolver sistemas de ecuaciones lineales formadas por méas de dos
ecuaciones.

Ejemplos.

1. :

2x - 3y =5(L1) .

3x-2y=5(L2) D

7x+3y=4(L3)

®
—
[N

B

La solucion del sistema es x=1, y=-1
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2x-3y=5(L1) 2
3x-2y=5(L2) 2 o
X+y=2(L3) 2
£ 7é
3 / —l1
> 3 A —u
-
1 L3
5 ,’//
5 4 -3 2 i3 = Sas 4
///
/]
>
=2 4

El sistema no tiene solucion.

INECUACIONES

Una inecuacion es una propuesta de desigualdad. Las relaciones numéricas que se
expresan con los signos “<” y “>” y se llaman desigualdades y las relaciones algebraicas
correspondientes se llaman inecuaciones.

Ejemplo. 3x + 2 > 5; la solucion es x > 1.

Inecuaciones lineales con una variable
Son expresiones que pueden llevarse a alguna de las siguientes formas, donde ay b

son nimeros reales y a = 0.

ax+b<0 ax+b<0 ax+b>0 ax+b =0

Las desigualdades se resuelven del mismo modo que las ecuaciones, y solo cambia el
sentido de la desigualdad en el caso que se multiplique o divida ambos miembros por un
nimero negativo.

Ejemplo. -3x+2<50
-3x<50-2
-3x <48
'_33)( >% Se invierte la desigualdad
X>-16
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Resolucion grafica

Las soluciones de las inecuaciones pueden ser de la forma:

Teeciacion imenvlo e odeadeiasatin
M##MMAA—|—|—>

(-oo’a)

(- a] HA A —————>
(@) §“““‘“““
[&; ) , , E,““““““

Sistema de inecuaciones lineales
Calcular las soluciones comunes a dos 0 mas inecuaciones es resolver el sistema de
inecuaciones formado por ellas.

(@ b) —|—z§4#.¢##z)—|—|—>
[, b) — b
(a,b] _|_gt#,ﬁ##/-!)_|_|_>
[a, b] , Euu“uq -

Ejemplos.

1. -5x+222(x+i)
Sx+2z22x+ 1
2-122x+ 5x

127X

1 >y

! 1

S= (-e, 7] Aﬁ#ﬁ##m#m#l:ﬂ?—o—a—»

2. 3(x-1)+4<-3x+2
3Xx—-3+4<-3x+2
x+3x<2-1
6x<1

1
X<

6

1
S= (-0, ——) ﬁ##/%####l#ﬁﬁ6—~—|—>

3. 2x+ 1<62(4+x)
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2X+1<8+2x

1<8
S=R B o e B e e e
1
4, -3x-52___(7-6%)
2
3x-52 i—3x
2
-52L
2

S=@ Ladesigualdad no se cumple nunca.

5. (x+3<0
5-2x=1
X+3<0=>x<-3 S;= (-, -3) -3 : : : : —
5-2x=1 <2 So= (-0, 2 #W######M####M#LL—»
X =X o= ( ] * g
S = Sl n SZ = (-oo’ '3) llllllllll\ t t t T 1 >
- 0 )
6. [2x+1>0
5-x=20
2x+1>0 > ! Si=( L
X =>X>-— S;=(-——, %
7 sl 1/2 0 5

5-x20=52X S;= (-0, 5] ##ﬁ#ﬁ##ﬁ#%ﬁ#ﬂ##ﬁ##ﬁﬁl—»
-1/2 0

1
S=Slﬂ 82:('7,5)

172 0
7. (3x-6>0
x+1<0
: : : : . {-——»
3X-6>6=%x>2  S;=(2, ) 1 0 2
x+1<-1 S,= (-0, -1] /-/-/-/-A/—/-/—H—/—/—/—/_—l—é—v—'z—»
S:S]_nSZ:Q } } } } } } >
1 0
7
8. -—>5
X

Este tipo de ejercicio se puede resolver aplicando dos métodos:
Por sistema de ecuaciones, tal como se vio en los ejemplos anteriores

7
- >58
X
7
-—-5>0
X
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El signo de este cociente depende del signo de los factores, y es por ello que se
deberan plantear dos sistemas de ecuaciones.

1) {-7—5x>0:>x<-§

x>0=>x>0 -775
S=0

2) -7-5x<0 :>x>-§

X<0=x<0 #HHH;(;@%(—)W%—/—/—H/—H—/—H/—/»

$=5,US,-(-£,0)

Por regla de los signos

Signo (-7 - 5x) bbby s s ey fee e e
-7/5 0
Signo(x) ----- oo poooc oo g
-7/5 0
< o NN eaass R s T = Lrrr
Signo (-7 = 5x) (X) E—— : . .
_ 7
S= ('E ) O)
9. (x-1)(x+2)<0
El signo del producto depende del signo de los factores
el - - - ;- - - el T s 2
Signo (x - 1) I 1
el oo e e e e e e . e e e e e 1 e S
Signo (x + 2) T ' ' 1 - >
Signo (x - 1) (x + 2) +++++:++++T2: ----- ALLLL oo 1+++++:++++ >
S=1[-2,1]
10.%2 <q
1-x

El signo del cociente depende del signo de los factores. Los nimeros -2 y 1 son los puntos
donde los factores cambian de signo. Ademas, hay que tener en cuenta que x = 1 porque este
valor anula al denominador.

Signo (x+2) R e o L
Signo (1-x) L LR ot et . e T
. 2 H .
Siano x*2 e s Fe Sy
9o -2 1
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S= ('°°r '2] U (1r °°)

Una identidad es una igualdad que se cumple para cualquier valor de las incognitas.
Ejemplos.

(@ -b’=(a-b)(@+h)

(a+b)’ =a’ +2ab + b

sen®o + cos?ar = 1

PROPORCIONALIDAD

Razén
Razon es el cociente entre dos nimeros o dos cantidades comparables entre si, expresado
como fraccién, = ~Antecedente

p —Consecuente

Los términos de una razén se llaman: antecedente y consecuente. El antecedente es el
dividendo y el consecuente es el divisor.

Diferencia entre razén y fraccién

e . 5
La razén en los lados de un rectangulo de 5 cm de altura 'y 10 cm de base es: <
No hay que confundir razn con fraccion.

Si % es una fraccion, entonces a y b son nimeros enteros con b#0, mientras que en

la razon % los nimeros a 'y b pueden ser decimales.

Proporcion
Proporcioén es una igualdad entre dos razones.

c
d

oo

a, d - extremos

b, c > medios
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Constante de proporcionalidad
a _ c _ e —k
b d f

Propiedades de las proporciones
En una proporcion del producto de los medios, es igual al producto de los extremos.

a.d=h.c

Ejemplo.

2
= 2.10=5.4
5

10

En una proporcion o en una serie de razones iguales, la suma de los antecedentes
dividida entre la suma de los consecuentes es igual a una cualquiera de las razones.

a C e a+c+e

b d f b+d+f

Si en una proporcién cambian entre si los medios o extremos la proporcién no varia.

olo
ola
Il
o | T

oo

Cuarta proporcional. Es uno, cualquiera de los términos de una proporcion. Para
calcularlo se divide por el opuesto, el producto de los otros dos términos.

Ejemplos.
2 4 2.10
1. -=— x=— x=5
X 10 4
X 4 5.4
2.57% X x2

Medio proporcional. Una proporcién es continua si tiene los dos medios iguales. Para
calcular el medio proporcional de una proporcion continua se extrae la raiz cuadrada del
producto de los extremos.

Ejemplo.§=% x?=3.12 x=1+/36 x=16
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Tercero proporcional. En una proporcion continua, se denomina tercero proporcional a
cada uno de los términos desiguales. Es igual al cuadrado de los términos iguales, dividido por
el término desigual.
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MODULO 3. FUNCIONES.

FUNCIONES

Se dice que y es funcién de x, cuando a cada valor de x le corresponde un valor de y. La
expresion y=f (x) se lee “y es funcidn de x”. La variable x se llama variable independiente, la
variable y se llama dependiente.

En una funcion, a cada valor de x le corresponde un unico valor de y (condicién de
unicidad). Los valores de x para los cuales la funcion esté definida constituyen su conjunto de
existencia (Ilamado también campo de variacion o de definicion).

Formas de expresar una funcion

f
, L / o
f={(1;2), (2;4), (3;6)
i >2 y=f{x] = 2x ‘ :
2 —> 4 f={xy) /y=2x}
3 6

Diagrama de ¢ o Notacion de
venn Funcion analitica conjuntos

Representacion

Forma tabular gréfica

Seaf. A>B/y=f(X

La funcion f relaciona los elementos del conjunto A (conjunto de partida) con los
elementos del conjunto B (conjunto de llegadas).
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[

Dominio. Es el conjunto formado por todos los valores que toma la variable independiente “x” y
se simboliza Dy.

Codominio. Codominio de f: es el conjunto que contiene a todos los valores que puede tomar
una funcion.

Imagen. Cada elemento “y” perteneciente al conjunto de llegada que estd asociado a un
elemento “x” del dominio de f se llama imagen de x y se escribe “f(x)”.

Se simboliza: Im¢ = {y € B/3 x € A/f(X) =y}

Caracteristicas globales de las funciones
Una funcion es par cuando f(x)=f(-x); resulta un grafico simétrico respecto del eje y. Una
funcién es impar cuando f(x)= -f(x).

Ejemplo Simetria

f(x)= Ix| | Lagréaficade la
es par funcion es simétrica
respecto del eje y

f(x)=x La gréfica de la
esimpar | funcion es simétrica
respecto del origen

Una funcion es creciente cuando f(a) < f (b). Una funcién es decreciente cuando f (a) > f
(b), siempre a < b.
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Ejemplo Simetia _ ___ Grafico

fx)=y=x> | Enelintervalo (-,

0) la funcion f(x) es \ /
decreciente, \\ /
mientras que en el

intervalo (0, «°) f(x) R B 7

€es creciente.

Una funcion es estrictamente creciente cuando f(a) < f(b), siempre que a < b. Una
funcion es estrictamente decreciente cuando f(a) > f(b), siempre que a < b.

Una funcion es inyectiva si para cada valor de x existe un valor diferente de y.
Ejemplos. f(x) = x+1— funcion inyectiva
f(x) = 4x — funcion inyectiva

f(x)= x> no es inyectiva, porque es par (hay valores de y que se repiten para diferentes valores
de x).

Una funcion es sobreyectiva si todo elemento del codominio de la funcién es imagen
de al menos de un elemento del dominio.

Ejemplos. f(x) = 2x — es sobreyectiva, ya que todo numero real y del codominio es
imagen de y/2.

f(x) = x* — no es sobreyectiva.
f(x) = x> — es sobreyectiva.
Una funcion es biyectiva cuando es inyectiva y sobreyectiva a la vez.
Ejemplos. f(x) = 2°— funcion biyectiva.
f(x) = x> — funcién biyectiva.

f(x) = x = funcion biyectiva.
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Clasificacion de las funciones

Funciones
Polinémicas
Lineales Cuadréticas Racionales Exponenciales
y=ax+b y=ax2+bx+c y=(ax+b)/(cx+d) y=kax

Funciones polinémicas

Trascendentes

y=log,x Trigonométricas

y=k sen (ax)
y=k cos (ax)
y=k tg (ax)

Una funcion polinémica tiene la forma:

f(X) = X" + anX™" + ... + aX+ag conacRya,=0

Una funcion es potencial cuando f(x)= x", con n € N (caso particular de las funciones

polinébmicas).

1. Sin=1, f(x)=x (funcién identidad).
2. Sin=2, f(x)=x*(funcién cuadratica).
3. Sin=3, f(x)=x*(funcién clbica).

y= X

y=x°
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FUNCION LINEAL

La funcién lineal es de la forma y=ax + b donde a A b € R, y a # 0. El dominio de la
funcion lineal es el conjunto R. La gréfica es una recta.

El parametro a es la pendiente de dicha recta, y su valor indica la inclinacion con
respecto al eje x. Si a> 0 la recta es creciente, si a < 0 es decreciente. El parametro b es la
ordenada al origen, y sefiala el valor en que la recta corta al eje y (0 sea, el par ordenado (0,b)).

/ y=2x+3

La expresion y= ax + b se denomina ecuacién explicita de la recta en el plano.

Toda recta en el plano puede expresarse mediante una ecuacion lineal, mediante dos
variables: Ax + By + C =0 con A y B, no simultaneamente nulos. Dicha expresion se denomina
ecuacion implicita de la recta en el plano.

Una ecuacion lineal de la forma Ax + By + C =0, con B = 0, siempre es posible

- , ., . A C
escribirla con la férmula de una funcién lineal y= ax + b, donde a= - 3V b= -5

Ejemplos.
B +2y+4=0 y=-2x -2
+2y=0 y=-§x

2X+4=0< y=-2

Las rectas verticales (paralelas al eje de ordenadas) no pueden expresarse mediante
.. ;. .- . g . . . Al
una ecuacion explicita utilizando la nocion de pendiente como cociente de incrementos A—)y(

Para conocer la raiz (o cero) de la ecuacion lineal, se iguala a 0 y se despeja X.

0-b
o
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Si se tienen dos puntos que pertenezcan a una recta, se puede conocer su ecuacion
calculando a y b a partir de los pares ordenados (Xi, Y1) (X2, ¥2). La pendiente se averigua
reemplazando los valores dados en:

Yom Y,
Xp= Xy

a=

Con el valor de la pendiente y tomando uno de los puntos, se reemplaza en la ecuacion
y;= ax;+h y se despeja b.

Ejemplo. Hallar la recta que pasa por los puntos (1,3) y (2,6).

» En primer lugar se calcula la pendiente:

» Luego se reemplazan los valores de a y de uno de los puntos en la ecuacién general:
6=3.2+b

» Se despeja, obteniendo b=0y la ecuacion, que es y=3x.

Dos rectas son paralelas cuando su pendiente es la misma. Por otro lado, dos rectas son
perpendiculares cuando el producto de su pendiente es -1.

Rectas paralelas | Rectas perpendiculares

Cuando b=0, la ecuacién y= ax representa una recta que pasa por el origen (0,0). Este
tipo de funcion se llama proporcionalidad, ya que a= y/x es constante para cualquier par de
puntos, (X,y). Esto es, x e y son proporcionales y su cociente es una constante (a) llamada
relacion de proporcionalidad.
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FUNCION CUADRATICA

Ecuaciones cuadraticas o de sequndo grado

Una ecuacion de segundo grado con una incognita, es una ecuacion de la forma:
ax’+bx+c=0 dondeab,ceRya=0

Ejemplos. (EI mayor exponente al que aparece elevada la incognita es dos)

1. x*+16=0
2. X*-7x-18=0
3. 3x%-48=0

La ecuacién puede ser completa ax’+bx+c = 0 con a0, b0, c=0 0 puede ser incompleta:

b=0, ¢=0 del tipo ax*+bx = 0
b=0, c=0 del tipo ax*+c = 0
b=0, c=0 del tipo ax’= 0

Definicién funcién cuadratica

La funcién cuadratica tiene la forma f(x)= ax*+bx +c, donde a,b,c € Ry a = 0. El dominio
de la funcion es R. La grafica es una parabola, cuyo vértice (x,, y,) presenta un maximo si a<0 o
un minimo si @>0. La funcién es simétrica respecto de un eje paralelo al eje “y” que pasa por el
vértice.
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f(x)= 2x°+4x+1
a=2

o]

~

o))

1%,

1
N —

a=-2

\ / g(X)= -2x“+4x+1

[ary

8,1

Expresién funcién cuadratica

Existen tres formas de expresar una funcion cuadratica:

1°.

2°.

3°.

Polinémica.

Canodnica. Hace uso de los valores del vértice (x,, y):
f(x) = a(x-xy)+f(xy) donde f(x,)=y

Factorizada. Presenta los valores de las raices:
f(x)= a(x-x1) (x-x2)

Las raices o ceros se pueden hallar mediante la aplicacion de la resolvente, o
complementando cuadrados. El método mas difundido es el de aplicacion de la
resolvente o método Bhaskara. La resolvente es:

bt/ b%-4ac
X1,27 — 22

El término (b® -4ac) se denomina discriminante y se simboliza mediante la letra
griega delta mayuUscula (A). Segun el signo que tome el determinante, se obtienen las
siguientes situaciones:

Si A >0, ambas raices son reales y distintas.
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Si A =0, ambas raices son reales e iguales.
Si A <0, las raices son complejas conjugadas.

Otro método de resolucion es el de completar cuadrados, consiste en transformar la
ecuacion cuadratica en el cuadrado de un binomio.
Procedimiento:
1°. Se iguala la ecuacion a cero y se despeja a la derecha el término c.
2°. Se divide por 2 el coeficiente b y el resultado se eleva al cuadrado.
3°. El valor obtenido se suma a ambos lados de la igualdad.
4°, La expresion de la izquierda es un trinomio cuadrado perfecto, se lo expresa como un
cuadrado de un binomio.
59, Se aplica raiz cuadrada a ambos miembros, por lo que el valor de la derecha puede
resultar tanto positivo como negativo.
6°. Se despeja x, obteniéndose los dos valores de las raices.

Observacion: En el primer paso debe dividirse cada término por el coeficiente a.
Ejemplo. Hallar las raices de x* + 8x + 12
X* +8x+12=0

X2+ 8x =-12

x° +8x +16 = -12 +16
(x+4)*= 4
(x+4)=+4
(x+4)=+ 2
Xy 0= -4 2

La funcién inversa de f(x), denominada f(x), es aquella en la que el dominio de una es
codominio de la otra, y viceversa.

Ejemplo.
Sean A = {0;1;2;3} y B={a;b;c;d}, y f{(0;a); (1;b); (2;c); (3:d)}.

La funcién inversa de f, es f'={(a; 0); (b:1); (c;2); (d:3)}
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Resumiendo, podemos expresar la ecuacion de una funcion cuadratica como muestra el
siguiente cuadro:

Forma Expresion Parametros
Polindmica o general y= 2x°+bx+c, a0 a, b, c (c: ordenada al origen)
Cano6nica y= a(X-X,)*+yy, a0 a, Xy, Yv (V=(x,y, ) vértice)
Factorizada y= aX-xy)(x-Xz), 80 a, Xu, X (X1, X2 raices)
OTRAS FUNCIONES

Funcion racional

La funcion es racional cuando f(x)= p(x) Z q(x), siendo ambos polinomios y q(x)=0. La
reciproca es de la forma f(x)=1/x (su grafica es una hipérbola), la funcion homogréfica es de la
forma f(x)= ax+b / cx+d, c=0

Funcién exponencial

Una funcion es exponencial cuando f (x)= a”, siendo a € R, a>0 y a=1. La base de esta
funcion es a.
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Funcién logaritmica

La funcion logaritmica es la inversa de la exponencial, de modo tal que log,x=y si solo si

azX.

N

——
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Funcion trigonométrica
Una funcion periédica es aquella cuyo comportamiento se repite ciclicamente a
intervalos regulares. Las méas conocidas son las funciones trigonométricas.

Sea una circunferencia de radio b de longitud 1 y centro en (0,0). Si el angulo o
formado por la hipotenusa y el eje positivo de las x estd medido en radianes, se pueden definir
distintas funciones trigonométricas de acuerdo a las relaciones entre los lados del tridngulo
rectangulo que se forma.

seno= a coseca=1/a
cosa=d seca=1/d
tgo= a/d cotgo=d/a
//_ _\\
b a
d
\\_//

El perimetro de la circunferencia es 2xr (que en grados equivale a 360°), y un radian es
un arco de longitud igual a la del radio r, por lo tanto 360°= 2x radianes.

Las funciones trigonométricas son funciones periédicas, ya que el valor de la funcion
se repite periddicamente; en este caso, cada 360° o 2.

f(o) = f(a+2m)

El signo de la funcion depende del cuadrante en el que se ubica el &ngulo buscado. Por
ejemplo, sena es positivo en los cuadrantes | y I, y negativo en lll y IV. El cosa es positivo en
los cuadrantes 1y IV, y latg o en los cuadrantes | y lII.

Observacion: Cada cuadrante corresponde a 90° (o n/2) y se cuenta en sentido
contrario a las agujas del reloj, comenzando en el eje positivo de las x.
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Gréfico seno

Gréfico coseno

Grafico tangente

Las funciones trigonomeétricas inversas permiten resolver ecuaciones del tipo seny =
0,737. Para ello se aplica arcsen (0,737) y se averigua el valor de y. Son las siguientes: arcsen
vy, arccos v, arctg v, arccotg vy, arcsen v, arccosec y. Para ello se restringe el dominio de las
mismas, ya que no son biyectivas. EI dominio sera entonces [-n/2; n/2] para el arcsen, [0; =]
para el arccos, y [-n/2; n/2] para la arctg.

ESTUDIO ANALITICO DE FUNCIONES

El alcance del estudio analitico de una funcién para este curso, consistira en
determinar:

Conjunto dominio.

Conjunto imagen.

Intersecciones con los ejes coordenados.
Conjunto de positividad y negatividad.
Intervalos de crecimiento y decrecimiento

Toda esta informacién nos permite hacer una representacion grafica de la funcion muy
aproximada a la real.

Ejemplos.
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1. y=2x+3

El dominio de una funcion es el conjunto de valores donde la funcion esté definida. Se
deben hallar los valores de x donde la funcién no existe. En el caso de la funcién analizada, no
existen valores de x para los cuales la funcion no esté definida, por lo tanto: Df=R.

El conjunto imagen esta formado por todos los elementos “y” que estd asociado a un
elemento “x” del dominio de la funcién, donde y = f(x) Para la funcion en estudio, Im f = R.

Para hallar los puntos de corte de una funcion y=f(x) con el eje de abscisas, basta resolver
la ecuacion f(x)=0. Estos puntos se denominan también raices.

2x+3=0 =>x= 3 A= 3 0
x+3=0=x=- = A=(-,0)
El punto de corte de una funcion con el eje de ordenadas existe, es (0,f(0)), por lo tanto

hay que hacer x= 0 y despejar el valor de y.
y=2(0)+3=y=3 B=(0,3)

Las raices reales de una funcion, si es que existen, nos permitiran determinar los
intervalos en los cuales la funcion es positiva y los intervalos en los cuales es negativa. Los
intervalos de positividad (C +) de una funcidn f(x) son los intervalos de x en los cuales la funcion
es positiva, es decir, donde f(x)>0. Los intervalos de negatividad (C - ) de una funcion f(x) son
los intervalos de x en los cuales la funcion es negativa, es decir, donde f(x)<0.

Signo (2x+3) o= pooo 3 47;+++:+++++=+++++g++++:+++++=
C-=(~0;-3/2) C+=(-3/2, «)

Como se vio al estudiar funcion lineal, basta evaluar el signo de la pendiente. Para este
caso, a= 2 > 0, entonces, la funcién es creciente en todo su dominio.
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2. y=- 2 (x+6)(x+2)

Al ser una funcién polinémica, no existen valores de x para los cuales la funcién no esté

definida, por lo tanto Df = R.

Al estar expresada en forma factorizada, el valor de las raices surge facilmente de

la misma expresién, ya gue son los valores de x que hacen igual a cero cada uno de los
factores:

X + 6=0, entonces x; = -6

X+ 2=0, con x2=-2

Al ser una funcion cuadratica de coeficiente principal negativo (a= -5/4), se sabe que el

Yy =f(x,)=5
Vértice (V)= (-4,5)
Se puede ahora determinar la imagen de la funcion.

Im f = (-00,5)

La interseccion con el eje y se evalla en x=0, entonces.

vértice es el méximo para la funcion. Por ser una funcién simétrica con raices reales, el valor de
la abscisa del vértice se determina como:
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y= —; (0+6)(0+2)=-15

B=(0,-15)
. 5
Signo (-~ ; : : : ; ; .
gno (-) _6 :
Signo (x+6) = - e A A
-6 2
iano (x+2) 00— et ilietlier wintliel STt s 4+t
Signo (x+2) t y: ' , -é L
Signo (-% (x+6)(x+2)) —= el 6 ++++J:r++++a?++++a?++++Jré s

C- = (0,6) U (-2, =)

C+=(-6,-2)

Intervalo de crecimiento = (-e; -4) Intervalo de decrecimiento = (-4; )

\
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MODULO 4. GEOMETRIA.

Nociones basicas de geometria

La geometria (del griego geotierra'y metriamedida), es una rama de la matematica
gue se ocupa del estudio de las propiedades de las figuras en el plano o el espacio, incluyendo:
puntos, rectas, planos, polinomios (que incluyen paralelas, perpendiculares, curvas, superficies,
poligonos, poliedros, etc.).

Euclides (en griego Eukleides) fue un matematico y gedmetra griego (325 a.C-265 a.
C.). Se le conoce como "El Padre de la Geometria”. En matematicas, el Espacio euclideo es
un tipo de espacio geométrico donde se satisfacen los axiomas de Euclides de la geometria. La
recta real, el plano euclideo y el espacio tridimensional de la geometria euclidiana son casos

especiales de espacios euclideos de dimensiones 1, 2 y 3 respectivamente.

Figura geométrica
Una figura geomeétrica es un conjunto no vacio cuyos elementos son puntos. Las
figuras geométricas son el objeto de estudio de la geometria.

\T
Triangulo Cuadrilatero Pentagono Hexagono
3 lados 4 lados 5 lados 6 lados
3 vértices 4 vértices 4 vértices 6 vértices

Clasificacion de triangulos

w
O
Q !
3 ESCALEND ISOSCELES EQUILATERD
3 lados desiguales 2 lados iguales 3 lados iguales
w
@ \/
-
=
<o
g | ACUTANGULO RECTANGULOD OBTUSANGULO
3 angulos agudos 1 angulo recto 1 anguio obtuso
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Clasificacion de cuadrilateros

Los lados
son paralelos —+
dos a dos.

Paralelogramos

L Cuadrilateros

Sdlo tienon
dos lados
paralelos.

Trapecios

| Los lados no o id
son paralelos. s, iAot

4 lados iguales
y 4 dngulos rectos

Lados iguales dos a

dos y 4 Angulos rectos

4 lados iguales

y éngulos iguales
dos o dos

Lados y angulos
iguales dos a dos

Un lado no paralelo
perpendicular
a los lados paraleios

Lados no poaralelos
iguales

Lados no paraielos
desiguales y no
perpendiculares

8 los paralolos

L

’

Pe : Trapecio
rectangulo

A i E Trapecio

isosceles

= / E Trapecio

escalono

<> [romw ]
/] [romaae]

Elementos de la circunferencia

Circunferencia

Circulo

Es una linea curva, cerrada y plana cuyos
puntos estan a la misma distancia del centro.

Es una figura plana formada por
circunferencia y su interior.

una

. yArco
x ....... yCuerda
~ S\ »Radio
. »Didmetro
—»Centro
> Semicircunferencia

pArco

.y Cuerda
»Radio
»Diametro

“»Centro
“»Semicirculo

Perimetro o Longitud

El perimetro de un poligono es la suma de las longitudes de sus lados.

En una circunferencia el perimetro se llama longitud. La longitud de una circunferencia
es L= 2. w.r, donde r es el radio de la circunferenciay n= 3,14.
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Area

Concepto de area: El &rea de una figura, es la cantidad de superficie que encierra sus
limites.

La superficie es el conjunto de puntos que encierra su contorno. Area es el valor
numeérico que mide cuanta superficie.

= ---
P=4.L A=L*
L

Cuadrado

Rectangulo

Paralelogramo

Trapecio is6sceles by P=b;+b,+2.c A=2:01*bo)

Circunferencia
Circulo

Tridngulo equilatero B P=3.a a2.v3

Triangulo rectangulo

Poligono regular P=N.L A= %

Siendo N el nimero
de lados.

=< X
\/

1
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Los cuerpos geométricos

Se denominan cuerpos geométricos a aquellos elementos que existen en la realidad o

pueden concebirse mentalmente, estdn compuestos por figuras geométricas y ocupan un

volumen en el espacio representando las tres dimensiones de alto, ancho y largo.

Clasificacion de los cuerpos geométricos
1. Los poliedros (del griego polys, “muchas” y edros, “base” “cara”) 0 cuerpos planos,
compuestos exclusivamente por figuras geomeétricas planas, por ejemplo el cubo.

2. Los cuerpos redondos que son compuestos total o parcialmente por figuras

geométricas curvas, por ejemplo el cilindro, la esfera o el cono.

Representacion grafica
Para la representacion grafica de los cuerpos geométricos en tres dimensiones, se

recurre a una técnica de dibujo, la perspectiva.

r

Poliedros regulares

Poliedros irregulares

Prisma de base cuadrada

Cuerpos redondos

Cilindro

Observacion: Las lineas que corresponden a los lados comunes de los diversos planos

Tetraedro

]

|
|

J
4
J

L

Prisma inclinado

-

Cono

Piramide racta

Semiesfera

gue componen los cuerpos geomeétricos, se denominan aristas. Los poliedros regulares

presentan todas las caras iguales. Los poliedros irregulares tienen caras que comprenden mas
de un tipo de figuras planas, no se trata que todas ellas sean distintas (por ejemplo una piedra

preciosa).
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Resumen superficies poliedros

Tetraedro . 4 caras, A=a"y3
triangulos
equilateros

Octaedro \ 8 caras, A=2.a°V3
triangulos
equilateros

Cubo : ' 6 caras, A=6.a°
cuadrados

Dodecaedro ' apotema | 12 caras, A=30.a.apotema
" pentagonos
regulares

Icosaedro \ 20 caras, A=5.a°3
f » ’| triangulos
equilateros

Volumen de los cuerpos geométricos

Una magnitud fisica es una propiedad o cualidad medible de un sistema fisico, es decir,
gue se le pueden asignar distintos valores como resultado de una medicion o una relacion de
medidas. Pueden ser clasificadas de acuerdo a:

Su expresion matematica, en magnitudes escalares, vectoriales y tensoriales.
Su actividad, en magnitudes extensivas e intensivas.

El volumen es una magnitud escalar definida como la extension en tres dimensiones de
una region del espacio. Las magnitudes escalares son aquellas expresadas por un ndmero y las
unidades utilizadas para su medida.

La capacidad y el volumen son términos equivalentes, pero no iguales. La capacidad se
refiere al volumen de espacio vacio suficiente para contener a otras cosas.

La unidad de medida de volumen en el Sistema Internacional de Unidades es el metro
cUbico. Para medir la capacidad se utiliza el litro. Ambas se relacionan por la equivalencia:
1dm°= 1litro= 0,001m*=1000cm®.

Unidades de volumen:
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Mudltiplos Submdltiplos

- Kilémetro ctbico= 10°m® Decimetro clbico= 10°m?
- Hectémetro clbico= 10°m?® Centimetro ctbico= 10°m?®
- Decametro cubico= 10°m® Milimetro cubico= 10°m°.

Algunos cuerpos geométricos.

Cilindro: Es una superficie de las denominadas cuadréaticas formada por el desplazamiento
paralelo de una recta llamada generatriz a lo largo de una curva plana, que puede ser cerrada o
abierta, denominada directriz del cilindro.

Esfera: Es una superficie de revolucién o el conjunto de los puntos del espacio cuyos puntos
equidistan de otro interior llamado centro.

Cono: Es un so6lido de revolucion generado por el giro de un tridngulo rectangulo alrededor de
uno de sus catetos. Al circulo conformado por el otro cateto se denomina base y al punto
donde confluyen las generatrices se llama vértice.

Cubo o hexaedro regular: Es un poliedro de seis caras planas, cuadradas congruentes que
encierran un volumen finito.

Prisma: Es un poliedro que consta de dos caras iguales y paralelas llamadas bases, y de caras
laterales que son paralelogramos.

Pirdmide: Es un poliedro limitado por una base, que es un poligono con una cara; y por caras,
gue son triangulos coincidentes en un punto denominado apice o cuspide también llamado
vértice. Tantos vértices como el nimero de poligonos que lo limitan.
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Férmulas de area y volumen de cuerpos geométricos

Figura Esquema Area Volumen
Cilindro A= 2. 7.1 (h+r) V=m.r’h
2
A= 4. .1 V=2l
Esfera 8
Agota= TIPHTLG _mr?h
Cono 3
Cubo | A= 6.3° v=a®
|
A
Prisma A= (perim base.h) +2. Area base V= area base. h
o A= peri base . ap lat +4rea base V= érea base . h
Pirdmide 8
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MODULO 5. TRIGONOMETRIA.

Trigonometria

La palabra trigonometria proviene del griego Tri (tres) gono (dngulo) metria: medida.

El ndcleo central de contenidos del presente médulo se enfoca en la revision de
conceptos basicos de trigonometria, relaciones trigonométricas, resolucion de triangulos
rectangulos y la correspondencia entre dos sistemas de medicién de angulos: sexagesimal y

radial o circular.

Desde sus origenes, la trigopnometria estudia las relaciones entre los lados y los
angulos de tridngulos, como asi también las propiedades y las aplicaciones de las funciones

trigonométricas de angulos.

Su estudio abarca:

A altyro
del observador

k___f)_&!gncio al orbol

Trigonometria Plana:
triangulos en el plano

Sistemas de medicién de angulos

Trigonometria Esfeérica:
triangulos en la esfera

Los sistemas de medicion de angulos mas usados son Sexagesimal y Circular.

Sistema Sexagesimal: La unidad es el grado sexagesimal, que es la 180ava parte de un
angulo llano giro. Los submultiplos minutos y segundos que a su vez son 60avas partes de su

anterior. Ej. 30° 20' 12”

Angulo  Grados
Recto 90°
Llano 180°
Giro 360°
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Medidas de angulos Equivalencias

Unidad Grado 1° = 1llano 1°=60"=3600""
180
Minutos =L 17=(2)=60""
Submdltiplo o — 60 1 1
Segundos 17=— 17" = (_3600) ~(=)

Ejemplos. Conversion de un angulo en grados minutos y sequndos a grados y viceversa

1. Expresar el &ngulo o = 30° 20" 40”~ en grados:

0=30° 20" 40" '=30°+ (

20) ( 40
— 4+ [ —
60 3600

) °=30,34°

2. Expresar el angulo 6=18,29° en grados, minutos y segundos

Separamos la parte entera de la
decimal de 18,29°

18,29°=18°+0,29°

Usando proporcionalidad directa 1 60

calculamos cuantos minutos son 0,29° x=0.29.60=17,4""
0,29°

Separamos la parte entera de la 174 =17 +04"

decimal de 17,4 °

Usando proporcionalidad directa 1 60"

calculamos cuantos segundos son 04 x=0,4.60=24""

0,4” . Asi obtenemos:
18,29°=18° 17" 24"~

Sistema Circular o radial: La unidad de medida es el radian. Se define al &ngulo de radian como
el &ngulo que determina un arco de circunferencia cuya longitud es igual al radio de la

circunferencia.

A J

o = 3rad.
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Para medir cualquier otro angulo, usando como unidad de medida el radian, se debe
contar la cantidad de veces que el arco determinado en la circunferencia lo contiene al radio de
la circunferencia.

Ejemplos. p= rad. 6 =2

Relacidn entre arco, radio y angulo
En una circunferencia de radio “r*, la longitud “s” de un arco que subtiende un angulo

. , s
central de o radianes es: S=r. o 6 o= -

r

Relaciones de equivalencias entre los dos sistemas
De la definicion de radian y de grado se desprende que:

1giro=2. nradian =360 1 llano =x radian = 180" 1 recto = radian=90°

Para realizar equivalencias entre los sistemas usamos proporcionalidad directa:

Sistema Sexagesimal a Circular: o rad = %O o

-

. . . . o 180
Sistema Circular a Sistema Sexagesimal: o” = —

Grados REGIENES

1 0.0175 rad.
57,296° 1 rad.

Conversioén de los &ngulos mas comunes.

Grados | Radianes

0 0

30° n/6
45° /4
60° n/3
90° /2
120° 2n/3
135° 3n/4
150° 51/6
180° T

210° Tn/6
225° 5rn/4
240° 4r/3
270° 3n/2
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300° 51/3

315° n/4
330° 11n/6
360° 21

Ejemplos.

1. Expresar el angulo o= 70" 10740 “en el sistema circular, entonces:

0=70°10"40" =70+ () + (s22-) =70,178°

Su equivalencia en el sistema circular:
360° 2m rad.
70,178°___ _«

_70,178°.2n

360° =0,389 mwrad =1,22 rad.

2. Expresar el &ngulo R=2 rad. en el sistema sexagesimal, entonces:

2 rad. R

_ 2rad. 360°
2 mrad

=114°35°30" "

Aplicacion de Trigonometria en triangulos rectangulos

Para resolver triangulos (en general) se suele utilizar los Teoremas del seno y del
coseno, para el caso especial de triangulos rectangulos se utiliza generalmente el Teorema de
Pitagoras.

Razones trigonométricas en triangulos rectangulos

(ady acente)
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En tridngulos rectangulos, las razones trigonométricas del seno, el coseno y la tangente
pueden ser usadas para encontrar los angulos y las longitudes de lados desconocidos. El cateto
opuesto es el lado opuesto al &ngulo agudo considerado.

__ opuesto a hipotenusa ¢
sehoo=———= - coseCo=——= -
hipotenusa ¢ opuesto a
adyacente b hipotenusa ¢
COSo=—-—"-"-= - SseCo=——""= -
hipotenusa ¢ adyacente b
__ Opuesto a adyacente b
tan o = ———= 2 cotan o = 2= 2
adyacente b opuesto a

Nota: Los cocientes de las relaciones anteriores no dependen del tamafio del triangulo
rectangulo.

Teorema de Pitagoras
En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a la suma de los

cuadrados de los catetos.

Si un tridngulo rectangulo tiene catetos de longitudes ay b, y la medida de la
hipotenusa es c, se establece que:

c=a" +b7(1)

De la ecuacion (1) se deducen facilmente 3 corolarios de aplicacion practica:

a= fcz- b2 b= /02- a2 c=+a%+ b?

Teorema del seno
Si en un triangulo ABC, las medidas de los lados opuestos a los angulos A, By Cson

respectivamente &, b, ¢, entonces:
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Teorema del coseno
Dado un tridngulo ABC, siendo o, B, v, los angulos, y a, b, ¢, los lados respectivamente
opuestos a estos angulos entonces:

c’=a’+b* - 2ab cos (y)

Angulo de elevacion y angulo de depresién

Angulo de Elevacion: Es el dngulo a que forma la Iinea visual, que “sale” del ojo de un
observador, que mira hacia arriba, y la linea horizontal correspondiente.

= ~Linea Visual

-~
.~

Linea Horizontal

Angulo de Depresion: Es el angulo b que forma la linea visual, que sale del ojo de un observador
que mira hacia abajo, y la linea horizontal.
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Circunferencia trigopnométrica

Se considera una circunferencia de radio unidad centrada en el origen de coordenadas,
llamada “circunferencia trigonométrica”. Permite analizar que sucede con los valores de las
razones trigonométricas cuando el valor del angulo esta comprendido entre 0°y 360° (2 = rad.).

IS
P(x,y)
1 /'\
/ A
w,"/ 1 ‘
- [0 X Qo ~

Sea P(x, y) un punto sobre la circunferencia determinado por la interseccién del lado
movil del angulo con la circunferencia. La proyeccion del punto P sobre el eje x, determina el
punto Q. El triangulo POQ es un triangulo rectangulo con catetos de longitudes x e y. Por la
definicion se tiene que:

cateto opuesto  PQ y
sene=—————= —=2
hipotenusa P 1

El valor de sen © esta representado por la ordenada del punto P.

=y — y=sen o

cateto adyacente _

CoOsS 6 = =X — X=C0S O

2l gl

X
hipotenusa 1

El valor de cos o esta representado por la abscisa del punto P.

tet t PQ
tgo=———"= == . tgo=J conxz0

"~ cateto adyacente  OQ

El valor de tg © es el cociente entre la ordenada y la abscisa de P.
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Signo de las razones trigonométricas

gonometrica | ] ] \")
sen a + + - -
CoS o + - - +
tg o + - + -
cotg o + - + -
sec a + - - +
cosec o + + - -

Relaciones trigonométricas

A partir de los resultados anteriores y aplicando el Teorema de Pitagoras en el triangulo

POQ se tiene que: PQ*+0Q*=0P°— se deduce la relacion fundamental o relacién pitagérica

Y como -2 =tg o se tiene que 2% =t
OO_ go¢ q COS O g

|sen“or+ cos“o= 1) (1)

Ademas a partir de la relacion (1) podemos deducir otras relaciones:

Relaciones entre los angulos de distintos cuadrantes

|sen o= ++/ 1-cos?o |

|cos o= ++/ 1-seno |

Relacion entre angulos del 1°y 2° cuadrante: Sea o un angulo del 1° cuadrante,
entonces existe g del 2° cuadrante llamado suplementario a «. Esto es 3 = 180° - .

Por lo tanto, se tendréa que:

sen R =sen o

cos R =-cos o

tg R =-tg o

cosec [} = cosec o

sec [} = -sec o

cotg B = -cotg o

66

FACULTAD REGIONAL CHUBUT - Puerto Madryn - Argentina | Av. Del Trabajo 1536 - Tel. (0280) 445-2449 | www.frch.utn.edu.ar




Relacién entre angulos del 1° y 3° cuadrante: Sea o un angulo del 1° cuadrante, entonces

existe B en el 3° cuadrante tal que B =180°+ .

Por lo tanto, se tendré que:

sen B =-sen o

cos 8 = -cos o

tgR=tg o

cosec [} = -cosec o

sec [} = -sec o

cotg B = cotg o

Relacion entre angulos del 1° y 4° cuadrante: Sea o un angulo del 1° cuadrante, entonces

existe g en el 4° cuadrante tal que g =360° - «.

Por lo tanto, se tendra que:

sen B =-sen o

cos [} = cos o

tgR=-tg o

cosec 3 = -cosec o

sec B =sec o

cotg 3 = -cotg o
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ANEXO I. LOGICA SIMBOLICA

La Légica es la ciencia que estudia el pensamiento y sus relaciones.
Toda oracién declamativa susceptible de ser verdadera o falsa, es una proposicién.
Ejemplos.
“Tres es un nimero impar” es verdadero (V)
“Londres es una Capital de Francia” es falso (F)
= Ambas son proposiciones
“;Quién es?”
“Cierra la puerta” no son verdaderas ni falsas

= No son proposiciones

Una proposicion simple (sujeto + predicado) se simboliza mediante una letra (p, g, r).
Ejemplos:
“La silla es baja” se puede simbolizar como p

“La mesa es alta” se puede simbolizar como q

Las proposiciones simples pueden combinarse mediante conectivos para formar
proposiciones compuestas.

Tabla de conectivos

@,

y A conjuncion
“0” Y% disyuncion
“no” ~ negacion
“si... entonces...” = condicional
“si y sélo si” = bicondicional
“0..0..7 Y% disyuncion exclusiva
Ejemplos.
“la silla es baja y la mesa es alta” pAq
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“la silla es baja o la mesa es alta” pvq

“la silla no es baja” ~p
“si la silla es baja, la mesa es alta” p=q
“la silla es baja si y sélo si la mesa es alta” p&q
“ola silla es baja o la mesa es alta” pvq

Seguln sea una proposicion V o F, se dice que su valor de verdad es V o F. El valor de
verdad de una proposicion compuesta depende del valor de verdad de cada proposicion simple,

y del tipo de conectivo que las vincula.
Ejemplo.

Sean: p:“tresesimpar’yq: “1+1=26"

Entonces:
“tres esimpary 1+ 1=6" F
“tres esimparo 1+ 1=6" Vv
“MT+1=6 Vv
“si tres esimpar, 1+ 1=6" F

Salvo en el caso de la negacion, cuando hay 2 proposiciones simples, se presentan las

siguientes posibles situaciones:

T <<
< m<

En el caso de la negacion, si una proposicion es verdadera su negacion es falsa, y

viceversa.

Para cada conectivo, se elabora una tabla de verdad para determinar el valor de
verdad de la proposicion compuesta en funcion del valor de verdad de sus proposiciones

simples.

pyqsonV
pesVyqgesF
pesFyqesV

Ambas son F
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pAQ

|
!

1|V v v .
5 |V F F
S| F v F
F F F
4

1. p: “Londres es capital de Inglaterra” y q: “1 + 1=2"
P AqQ esV porque ambas afirmaciones son verdaderas al mismo tiempo (“y”)
2. p:“Londres es capital de Inglaterra” y q: “1 + 1= 3"
p A g es F porque g es falsa
3. p: “Paris es capital de Inglaterra”y q: “1 + 1 =27
p A g es F porque p es falsa
4. p: “Paris es capital de Inglaterra” y q: “1+ 1=3”

p A g es F porque ambas son falsas

Las tablas de verdad para todos los conectivos son:

\Y Vv \Y \" F \" \'
\Y F Vv \Y F F
F Vv F \" \Y \" F
F F F F F v v

Para la conjuncion, la
proposicion compuesta resulta
V s6lo si ambas proposiciones
simples son V
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Si el valor de verdad de una proposicion es siempre falso, la afirmacién es una
contradiccién.

Ejemplo. pA~ ¢

P ~p PA~p

v F F ——>» Nopueden serambasVyF
F Vv F al mismo tiempo

Si el valor de verdad resulta siempre V, es una tautologia.

~Pp pv~p
\" F \"
F \Y \'

Se pueden usar varios conectivos a la vez, haciendo uso de los paréntesis y
procediendo paso a paso.

Ejemplo. ~(pva)

v v v F

v F Y F

F v v F

F F F v
Qo

&
Una funcién proposicional p(x) sobre el conjunto A es aquella que es verdadera o falsa
cuando se hace p(a), siendo a € A.

Ejemplo. Sea p(x): x + 5> 12. Se ve que p(x) es una funcidn proposicional sobre N (el conjunto
de los naturales, ya que al reemplazar a x por cualquier namero natural a, se hace que p(a) sea
verdadera o falsa.

El cuantificador universal es “para todo” y se simbolizaV. El cuantificador existencial
es “existe al menos un” y se simboliza 3.
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Ejemplos. Sea p(x) una funcién proposicional sobre A. Si se quiere enunciar “para todo
elemento x de A, p(x) es un enunciado verdadero” se escribe V x € A, p(X). También puede
decirse “para todo x, p(x)”. Si se quiere enunciar “existe un elemento de A tal que p(x) es
verdadero” se escribe 3 X € A, p(x). También se puede decir “para algln x, p(x)”.

Los conectivos pueden interpretarse como circuitos eléctricos.
\' F
—e— o — SN g —

Cerrado abierto

Si los interruptores se conectan en serie, se precisa que ambos estén cerradas para que circule
la corriente

e o0—0— 0—90 Es el caso p A g (ambas
V para que sea V)

El circuito en paralelo corresponde ap v q
o ©

0/0

72
FACULTAD REGIONAL CHUBUT - Puerto Madryn - Argentina | Av. Del Trabajo 1536 - Tel. (0280) 445-2449 | www.frch.utn.edu.ar



ANEXO Il. REVISION DE CONCEPTOS BASICOS DE GEOMETRIA

Puntos y rectas

= Dos puntos (no coincidentes) determinan una recta a la cual pertenecen.

= Dados dos puntos Ay B se le llama segmento AB a la interseccion (n) de
la semirrecta de origen A gue contiene al punto B con la semirrecta de origen B
que contiene al punto A. Los puntos Ay B son extremos del segmento y los
puntos sobre la recta a la que pertenece el segmento (la «recta sostén»), seran
interiores o exteriores al segmento segln pertenezcan o no a este.

—_—  — —

AB n BA=AB
= Tres puntos son colineales < (si, y solo si), pertenecen a la misma recta.

= Punto medio 0 punto equidistante: es el punto que se encuentra a la misma
distancia de cualquiera de los extremos. Un punto B es un punto medio del
segmento AC <> pertenece a AC Yy la longitud de AB es igual a la de BC.

= Segmentos consecutivos: Dos segmentos son consecutivos cuando tienen en
comun Gnicamente un extremo. Segln pertenezcan o0 no a la misma recta, se
clasifican en:

— Colineales, alineados o adyacentes.

— No colineales.

= Dos rectas son perpendiculares entre si < en su interseccion se forman 4
angulos de 90°.

= La distancia entre dos rectas paralelas es la longitud del segmento formado por
las intersecciones de éstas rectas con una perpendicular a ambas.
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Puntos y rectas. (a) Puntos colineales (b) Puntos no colineales (c)

La distancia entre r y s es la longitud de AB, que es perpendicular a ambas.

Notacion: Punto: letras mayusculas (A, B, C, etc.); Rectas y segmentos: letras mintsculas (a, b,
r, s, etc.), Angulo: letras griegas mindsculas (a, B, 8, &, etc.)

Angulos

En Geometria euclidea dadas dos rectas r y s, del plano, que se cortan en el punto P,
dos &ngulos se dicen opuestos por el vértice cuando los lados de uno son semirrectas
opuestas a los lados del otro.

En la figura los &ngulos a, ¢ y b, d son opuestos por el vértice. Dos angulos opuestos por el
vértice son congruentes.
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Clasificacion de los angulos

Tipo

Descripcion

Angulo Nulo

Es el &ngulo formado por dos semirrectas coincidentes, por lo tanto su abertura
es nula, o sea de 0°.

Angulo convexo
o saliente

/

Es todo &ngulo mayor a 0° y menor a 180° sexagesimales. A su vez se dividen
en:
— Angulo agudo: es aquel cuya amplitud es mayor a 0° y menor a 90°.
— Angulo recto: su amplitud es exactamente 90°.
—  Angulo obtuso: su amplitud es mayor a 90° y menor a 180°.
— Angulo llano: su amplitud es exactamente 180°.

£ D

Angulo agudo Angulo recto

Angulo obtuso Angulo llano

Angulo céncavo,
reflejo o entrante

Es todo angulo cuya amplitud es mayor a 180° y menor a 360°.
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Angulo completo
0 perigonal Un angulo completo o perigonal, tiene una amplitud de360° = 2 = rad

Angulo que no es recto ni maltiplo de un angulo recto.
Los angulos agudos y obtusos son angulos oblicuos.

—

Relaciones aritméticas entre angulos

— Angulos complementarios son aquellos angulos cuyas medidas suman 90°. Si
dos angulos complementarios son consecutivos, los lados no comunes de los dos

forman un angulo recto. p = 90° - a®

p

Los angulos o y B son complementarios.

La diagonal de un rectangulo también configura angulos complementarios con los lados
adyacentes.

— Angulos suplementarios son aquellos cuya suma de medidas es 180°. p = 180° -
a°. En el sistema radial o circular de medicion, 180 grados sexagesimales equivalen a
m radianes, y 360 grados sexagesimales equivalen a 2x radianes.

Angulos suplementarios
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— Angulos conjugados son dos angulos cuyas medidas suman 360°. Dos angulos
conjugados con vértices coincidentes, tendran sus lados comunes. p = 360° - a °

Angulos conjugados

Relaciones posicionales entre angulos

— Angulos adyacentes son aquellos angulos que tienen el vértice y un lado en comun, al
tiempo que sus otros dos lados son semirrectas opuestas. De alli resulta que los
angulos adyacentes son a la vez consecutivos y suplementarios, porgue juntos
equivalen a un angulo llano (180°), sin poseer ningun punto interior en coman.

Angulos adyacentes

— Angulos consecutivos son aquellos que poseen un mismo vértice y tienen un lado
comun. Asi, dados varios angulos, seran consecutivos cuando cada uno de ellos esté
ordenado de forma que comparta un lado con el angulo siguiente y todos tengan el
mismo vértice. Son angulos consecutivos los conjugados y los adyacentes.

Angulos consecutivos
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— Angulo interior o interno es un angulo formado por dos lados de un poligono que
compartiendo un extremo comun, esta contenido dentro del poligono.

¢

'ﬂ.- | ] "‘-B

Un tridngulo tiene tres angulos interiores, denominados en la figura: o, B, .

Observacion: Si todos los angulos interfores de un poligono convexo son fguales y todos

sus lados tienen la misma longitua, se trata de un poligono regular.

n
Z al I =180°* (n — 2) Suma de los dngulos interiores de un poligono regular

=1

Poligono convexo: Si todos los angulos interiores de un poligono no superan los 180°. Si existe por lo menos un
dngulo superior a 180 grados, se trata de un poligono concavo.
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—  Angulo exterior o externo es el angulo formado por un lado de un poligono y la
prolongacion del lado adyacente. En cada vértice de un poligono es posible crear dos
angulos exteriores, que poseen la misma amplitud. Cada &ngulo exterior
es suplementario del &ngulo interior que comparte el mismo veértice.

Ejemplo: La medida del angulo exterior adyacente p =180° — o =p"

Los angulos B, B', & y &' son angulos exteriores de este hexdgono irregular. Los angulos o y 3
son suplementarios. Como 3 = B, también son suplementarios o y 3.

Determinados por dos rectas paralelas y otra transversal- (Angulos correspondientes)
— Angulos alternos externos: parejas de angulos: <1y <7; <2y <8

— Angulos alternos internos: parejas de angulos: <4 y <6; <3y <5 se llaman angulos
alternos internos, y son congruentes, son los que estan dentro de las paralelas

W
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Angulos segun su el sentido de giro

Un angulo es generado por una semirrecta que gira sobre su punto extremo:
—  Angulo negativo: cuando se realiza el giro en el sentido de las agujas del reloj.

—  Angulo positivo: el giro es en sentido antihorario.

Angulos (a) Un angulo visto como generado a partir del giro de una semirrecta

(b) Angulo negativo (c) Angulo positivo.

POLIGONOS

Un poligono es una figura plana con todos sus lados rectos, que no se cruzan entre siy
con un punto en comin que es un extremo del mismo. Poli, del griego: muchos; y gonos del
griego: angulos.

Elementos geométricos que lo componen

Vértices: cada uno de los puntos que determinan el poligono.

— Lados: cada uno de los segmentos determinados por dos vértices consecutivos.

— Diagonales: cada uno de los segmentos determinados por dos vértices no
consecutivos.

— Angulo interior: &ngulos que se encuentran en el interior de un poligono.

— Angulo exterior: angulo formado por un lado y la prolongacion de un lado consecutivo.
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Hexagono regular

En un poligono regular se puede distinguir, ademas:
— Centro (C): es el punto equidistante de todos los vértices y lados.

— Angulo central (AC): es el formado por dos segmentos de recta que parten del centro a
los extremos de un lado.

— Apotema (a): es el segmento que une el centro del poligono con el centro de un lado; es
perpendicular a dicho lado.

— Diagonales

Clasificacion de poligonos

— Poligonos convexos: todos sus angulos interiores miden menos de 180°.

— Poligonos concavos: si al menos uno de sus angulos interiores mide méas de 180°.

POLICOND CONVEXD . | POLIGONO CONCAVO |

Propiedades

— Cada angulo exterior es suplementario del angulo interior correspondiente.
— Cada lado es menor que la suma de los demas.
— La suma de los angulos interiores de un poligono de n lados es igual a 180° * (n-2).

— Lasuma de los angulos exteriores es siempre igual a 360°, sin importar el nimero
de lados.

Aclaracion. esto se cumple considerando un solo angulo exterior por cada angulo interior.
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Perimetro de un poligono: es la suma de las longitudes de los lados

Igualdad y semejanza en las figuras geométricas

Dos figuras geométricas son iguales o congruentes cuando tienen iguales todos sus
lados y todos sus angulos; y por lo tanto tienen la misma forma y el mismo tamafio, pudiendo
diferir en la orientacion.

Dos figuras geométricas son semejantes cuando tienen iguales sus angulos, pero sus
lados son diferentes; y por lo tanto tienen la misma forma y distinto tamafio.

a Ty b
¢ d
a
L b
Fguras semejartes Poligonos congruentes entre si con orientaciones diferentes

82
FACULTAD REGIONAL CHUBUT - Puerto Madryn - Argentina | Av. Del Trabajo 1536 - Tel. (0280) 445-2449 | www.frch.utn.edu.ar



Clases de poligonos

Los poligonos se clasifican ademas segun los siguientes criterios:
1. Por laigualdad o desigualdad de lados:
— Poligonos regulares: todos los lados son de igual extension;

— Poligonos irregulares: por lo menos alguno de los lados es de extension
distinta.

2. Por la cantidad de lados, aunque por referencia a la igual cantidad de angulos:
— Tridngulos: 3 lados y 3 &ngulos.
— Cuadrilateros: 4 lados y 4 &ngulos.

—  Pentagonos. Exadgonos. Heptagonos. Octdgonos. Encagonos. Decagonos.
Undecégonos. Dodecagonos. Mas de 12 lados, se indica el numero de
lados.

3. Por la existencia de una o0 mas lineas que los dividan en mitades iguales:
— Poligonos simétricos: tienen uno o mas ejes de simetria.

— Poligonos asimétricos: no tienen ningln eje de simetria.

TRIANGULOS

El triangulo es un poligono de tres lados. Posee 3 angulos interiores, 3 angulos
exteriores, 3 lados y 3 vértices. Es el mas simple y el Unico que no tiene diagonal. Tres puntos
no alineados definen siempre un tridngulo (tanto en el plano como en el espacio).

A

Propiedades de los triangulos

Todo poligono puede ser dividido en un namero finito de triangulos, por triangulacién.
El nimero minimo de tridngulos necesarios para ésta division es n-2, donde res el
numero de lados del poligono.

83
FACULTAD REGIONAL CHUBUT - Puerto Madryn - Argentina | Av. Del Trabajo 1536 - Tel. (0280) 445-2449 | www.frch.utn.edu.ar


http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Triang

En geometria euclidianala suma de los tres angulos internos de un triangulo es
siempre 180°, lo que equivale a = radianes: o + R +y=180"=x

La suma de las longitudes de dos de los lados de un tridngulo es siempre mayor que la
longitud del tercer lado.

El valor de la paralela media de un tridngulo (recta que une dos puntos medios de dos
lados) es igual a la mitad del lado paralelo.

Teoremas aplicados a triangulos

Teorema del seno: Cualquier triangulo verifica que:
«Los lados de un triangulo son proporcionales a los senos de los angulos opuestos»

a b _ c
sen (oc)_ sen (B) ~ sen (v)

Teorema del coseno: Cualquier triangulo verifica que: «El cuadrado de un lado es igual a la
suma de los cuadrados de los otros lados menos el doble del producto de estos lados por el
coseno del &ngulo comprendido»:

a’= b*+c*2bc cos (o)
b= a%+c>-2ac cos (B)

c¢?= a*+b*2ab cos (y)

Teorema de Pitagoras: En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa ( ¢ ) es igual
a la suma de los cuadrados de los catetos (a, b).

c’= b*+a’

Clasificacion de los triangulos

Los tridngulos se pueden clasificar segln los siguientes criterios:
1. Por larelacion entre las longitudes de sus lados

— Equilatero: los tres lados del triangulo son del mismo tamafio, con tres &ngulos
internos de 60 grados 6 n/3radianes.)

— Isésceles: tiene dos lados de la misma longitud. Los angulos que se oponen a estos
lados tienen la misma medida.
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— Escaleno: todos sus lados tienen longitudes diferentes, no hay dos angulos que tengan

la misma medida.
A s‘l\'\
1

Equilatero IsOsceles Escaleno

60° 607

2. Por la amplitud de sus angulos:

— Recténgulo: posee un angulo interior recto (90°). A los dos lados que conforman el
angulo recto se les denomina catetosy al otro lado Ajpotenusa.

— Oblicuangulo:

Obtuséngulos: uno de sus angulos interiores es obtuso (mayor de 90°); los otros
dos son agudos (menores de 90°).

Acutéangulos: sus tres angulos interiores son menores de 90°.

00~
g

Rectangulo Obtusangulo Acutangulo

s

Oblicuangulo
3. Segln los lados y los angulos.

Los triangulos acutangulos pueden ser:

— Acuténgulo isésceles: con todos los angulos agudos, siendo dos iguales, y el otro
distinto. Este triangulo es simétrico respecto de su altura.

— Tridngulo acutangulo escaleno: con todos sus angulos agudos y todos diferentes,
no tiene eje de simetria.

— Tridngulo acutangulo equilatero: sus tres lados y sus tres angulos son iguales; las
tres alturas son ejes de simetria (dividen al triangulo en dos triangulos iguales).
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Los tridngulos rectangulos pueden ser:

— Tridngulo rectangulo isésceles: con un angulo recto y dos agudos iguales (de 45°
cada uno), dos lados son iguales y el otro diferente: los lados iguales son los
catetos y el diferente es la hipotenusa. Es simétrico respecto a la altura de la
hipotenusa, que pasa por el angulo recto.

— Tridngulo rectangulo escaleno: tiene un angulo recto, y todos sus lados y angulos
son diferentes.

Los triangulos obtusangulos pueden ser:

— Triangulo obtusangulo isésceles: tiene un angulo obtuso, y dos lados iguales que son
los que forman el &ngulo obtuso; el otro lado es mayor que éstos dos.

— Triangulo obtusangulo escaleno: tiene un angulo obtuso y todos sus lados son
diferentes.

Tridngulo Equilatero Isosceles Escaleno

Acutangulo

Rectangulo

Obtusangulo
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Congruencia y semejanza de triangulos

Postulado LAL (Lado, Angulo, Lado): Dos triangulos son congruentes si dos
lados de uno tienen la misma longitud que dos lados del otro tridngulo, y los
angulos comprendidos entre esos lados tienen también la misma medida.

Postulado ALA (Angulo, Lado, Angulo : Dos triangulos son congruentes si
dos angulos interiores y el lado comprendido entre ellos tienen la misma
medida y longitud, respectivamente. (El lado comprendido entre dos angulos
es el lado comdn a ellos).

Postulado LLL (Lado, Lado, Lado): Dos triangulos son congruentes si cada

lado de un tridngulo tiene la misma longitud que los correspondientes del
otro triangulo.

Teorema AAL (Angulo, Angulo, Lado) de Congruencia de triangulos: Dos triangulos son
congruentes si dos angulos y un lado, no comprendido entre los angulos, tienen la misma
medida y longitud, respectivamente.

Semejanza de triangulos:
—  Criterio AA (Angulo, Angulo). Si dos de sus angulos son semejantes.

—  Criterio LAL (Lado, Angulo, Lado). Si dos de sus lados son proporcionales y el angulo
comprendido entre ellos es congruente.

— Criterio LLL (Lado, Lado, Lado). Si sus tres lados son proporcionales.

Tridngulos rectangulos

Congruencia de tridngulos rectangulos

- Criterio HC (Hipotenusa, Cateto). Dos triangulos rectangulos son congruentes si la
hipotenusa y el cateto de uno de los tridngulos tienen la misma medida que los
correspondientes del otro.

- Criterio CC (Cateto, Cateto). Dos triangulos rectangulos son congruentes si los catetos
de uno de los triangulos tienen la misma medida que los catetos correspondientes del
otro.

—  Criterio HA (Hipotenusa, Angulo). Dos triangulos rectangulos son congruentes si la
hipotenusa y un dngulo agudo de uno de los tridngulos tienen la misma medida que los
correspondientes del otro.

—  Criterio CA (Cateto, Angulo). Dos tridngulos rectangulos son congruentes si el cateto y
un angulo agudo (el adyacente o el opuesto) de uno de los triangulos tienen la misma
medida que los correspondientes del otro.
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Semejanza de triangulos rectangulos

Dos triangulos rectangulos son semejantes si cumplen con al menos uno de los criterios
siguientes:

— Siuno tiene un angulo agudo de igual amplitud que un angulo agudo del otro.
— Siuno tiene los dos catetos proporcionales con los del otro.

— Siuno tiene un cateto y la hipotenusa proporcionales con los del otro

Elementos notables de un triangulo

— Medianas de un tridngulo: es el segmento de recta que va de un vértice al punto
medio del lado opuesto.

—  Medlatriz: Se llama mediatriz de un lado de un triangulo a la recta perpendicular a
dicho lado trazada por su punto medio. Las tres mediatrices de un triangulo son
concurrentes en un punto O equidistante de los tres vértices.

— Circunferencia circunscrita: La circunferencia de centro O y radio OA que pasa por
cada uno de los tres vértices del triangulo es la circunferencia circunscrita al
tridngulo, y su centro se denomina circuncentro.

e Enun tridngulo acutangulo, el centro de la circunferencia circunscrita esté dentro del
triangulo.

e Enun tridngulo obtusangulo, el centro de la circunferencia circunscrita esta fuera del
tridngulo.

e Enun tridngulo rectangulo, el centro de la circunferencia circunscrita es el punto medio
de la hipotenusa.

— Bisectriz. Las bisectrices de un tridngulo son las bisectrices de sus angulos.
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Alturas:. Es el segmento de recta que une un vértice del triangulo con el lado opuesto o
su prolongacion- formando un &angulo recto. El lado opuesto es la base del tridngulo.
Todos los triangulos tienen tres altura que se cortan en un punto Unico A (son
concurrentes), llamado ortocentro del triangulo.
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Elementos notables de un triangulo

5 SiAB=3C= oz

mediatriz
ML

[a} b (e

B medizna .

¢ mediatriz

 bisectriz A ' M C
(d) =

Centros del triangulo

Geométricamente se pueden definir varios centros en un triangulo:

o Baricentro o Centroide: es el punto que se encuentra en la interseccion de las medianas, y
equivale al centro de gravedad.

o Circuncentro: es el centro de la circunferencia circunscrita, aquella que pasa por los tres
vértices del triangulo. Se encuentra en la interseccion de las mediatrices de los lados.
Ademas, la circunferencia circunscrita contiene los puntos de interseccion de la mediatriz
de cada lado con las bisectrices que pasan por el vértice opuesto.

e Incentro: es el centro de la circunferencia inscrita, aquella que es tangente a los lados del
triangulo. Se encuentra en la interseccion de las bisectrices de los angulos.

o Ortocentro: es el punto que se encuentra en la interseccion de las alturas.

o Exicentros: son los centros de las circunferencias exinscritas. Se encuentra en la
interseccion de una bisectriz interior y dos bisectrices exteriores de los angulos.
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alturas H: ortocentro

s o b
IOl ILAS 7 - centroude

mediatrices () : circuncentro

El Gnico caso en que los cuatro primeros centros coinciden en un Gnico punto es en un
tridngulo equilatero.

Perimetro y area de un triangulo

v Perimetro: Sea un triangulo cuyos lados tienen longitudes L;+L,+ L3
P=L.+Lo+ L3

v' Area: El 4rea de un triangulo es igual a un medio del producto de la base por la altura.

A =—Area con la longitud de dos lados y el &ngulo comprendido

c = P B

-

~absinC

w|

Cuadrilateros
Son los poligonos que tienen 4 lados.

Clasificacion de los cuadrilateros: Paralelogramo, trapecio y trapezoide.

— Paralelogramo: Es el cuadrilatero que tiene sus lados opuestos paralelos: cuadrado,
rectangulo, rombo, romboide. Sus elementos son los mismos ya definidos para los
poligonos en general: vértices, lados, diagonales, angulos interiores, angulos exteriores.
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Observacion. La altura de los paralelogramos, se determina indistintamente tomando como
base cualquiera de sus lados, y consiste en la distancia perpendicular entre la base, y el lado
opuesto. En el rombo, el romboide y el trapecio, la altura seré la distancia perpendicular entre

los lados paralelos.

Un cuadrilatero con sus diagonales.

CUADRILATEROS

Paralelogramos

Cuadrado
Rombo Trapecio

Rectangulo
Trapezoide

Romboide
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Elementos de los cuadrilateros:

*Diagonal y mediana de los cuadrilateros. Se denomina diagonal a la linea que une a
dos angulos o vértices opuestos. La mediana es una linea que une los puntos medios de dos
lados opuestos.

Ihagonal pmedana
en los paralelogramos

*La simetria. Hace referencia a una igualdad de medidas a través de una linea llamada
eje de simetria; y se aplica a la cualidad de aquellas figuras planas que son iguales aunque se
presentan en una posicién distinta respecto de una linea (como en una imagen de espejo).

Una misma figura, en algunos casos, puede tener simetria a la vez respecto de un eje y
respecto de un punto, que en ciertos casos constituye su centro de simetria.

Los paralelogramos tienen la propiedad de generar nuevas figuras exactamente iguales,
mediante una diagonal o una mediana; tienen a la vez eje de simetria y centro de simetria.

[ NN T
ZB N

Ejes y centro de simefria en paralelogramos

Propiedades:

= Lasuma de sus angulos interiores es igual a 360°. Demostracion: La férmula de la
suma de angulos interiores de un poligono con n = 4. 180° (n-2) = 180° (4-2) = 180° *
2 =360°

= Lados opuestos paralelos tienen igual longitud.
= Cada diagonal del paralelogramo lo divide en dos tridngulos congruentes.

= Los angulos opuestos son iguales. Los pares de angulos consecutivos son
suplementarios.

= |as diagonales se bisecan (intersecan en el punto medio) mutuamente.

Nota. las diagonales de un paralelogramo (no rectangulo) no tienen igual longitua.
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— Trapecio: Es el cuadrilatero que tiene dos, y solo dos, lados opuestos paralelos.
Clasificacion: Trapecio rectangulo (tiene dos de sus angulos rectos),
Trapecio isosceles (sus lados no paralelos son iguales),

Trapecio escaleno (sus cuatro angulos son desiguales, no es ni rectangulo ni
isbsceles).

Esquema de trapecios

Trapecio Trapecio Trapecio
Rectangulo Isésceles Escaleno

Propiedades:

= Tiene los mismos elementos ya definidos para los poligonos en general: vértices,
lados, diagonales, angulos interiores, angulos exteriores.

= Los lados paralelos se denominan bases del trapecio.

= El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos se denomina base
media del trapecio (su longitud es el promedio de las longitudes de las bases).

» Ladistancia entre las bases es la altura del trapecio.

— Trapezoide: En geometria euclidea plana, un trapezoide es un cuadrilatero convexo sin
lados paralelos.

Propiedades:

= Un trapezoide puede ser inscrito en un circulo si la suma de algun par de angulos
opuestos es de 180°.

= Un trapezoide puede ser circunscrito en un circulo si la suma de sus pares de lados
opuestos son iguales entre si.

= Un trapezoide, con la definicion presentada, tiene exactamente dos diagonales, cuyos
puntos interiores estan en el interior de la figura.

= Un trapezoide simétrico tiene un eje de simetria y sus diagonales son perpendiculares.
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Circunferencia y circulo

Sea O un punto del plano y r una distancia. El conjunto de puntos que estan a distancia
r de O determinan una circunferencia de radio r.

Una circunferencia y todos sus puntos interiores es un circulo de radio r.

Elementos

Radio: cualquier segmento que une el centro con un punto cualquiera que pertenece a la
circunferencia.

Didmetro: cualquier segmento gque une dos puntos de la circunferencia y que pasa por el
centro.

- Diametro
Radio

PERIMETRO DE LA CIRCUNFERENCIA: P=mr.d 6 P=2m.r

AREA DEL CIRCULO: 7. r?
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ANEXO Ill. EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Una expresion algebraica relaciona letras y nimeros mediante las operaciones de
adicion, sustraccion, multiplicacion, division, potenciacion y radicacion. Las letras son variables
que Se usan para representar nimeros reales.

Ejemplos. X°+ 2 Xy
V22 + a°b®
nm/ n®+1

o Si las variables toman valores numéricos pueden obtenerse el valor de la expresion
algebraica.

Ejemplo. a’+2b
Sia=2;b=1
2°+2(1)=4+2=6

¢ Hay tres clases de expresiones algebraicas:

1. enteras: las variables estan afectadas por operaciones de adiccion, sustraccion,
multiplicacion, division y potenciacion.
Ejemplo. a’+c

2. fraccionarias: alguna variable figura en el denominador o hay alguna potencia entera
negativa.

Ejemplo. XXy /2y
3xy?
3. irracionales: las variables estan afectadas por operaciones de radicacion.

Ejemplo. X + 2 xy

Un monomio es una expresion en la que aparecen variables elevadas a potencias de un
exponente natural, multiplicadas por un coeficiente numérico.

2

Ejemplo. -3 Xy (variables: x e y; coeficiente: 3)
-zab (variables: a, b; coeficiente: 15
¢ La suma o resta de varios monomios conforma un polinomio.

Ejemplo. 3’ +2xy-5

Observacion; -5 es un término numérico que puede ser interpretado como: (-5 x° y°).
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e La suma o resta de dos monomios conforma un binomio.

Ejemplo. 3 +y

Operaciones con monomios

e S6lo pueden sumarse y/o restarse monomios cuando sus variables (parte literal) son
idénticos en ambos. En este caso, se suman o restan sus coeficientes.

Ejemplo. 2bx” + 3bx* = 5b x°
Observacion: La parte literal es idéntica (bx?) por lo que se pueden sumar los coeficientes.

¢ En el producto no hay restricciones: se multiplican los coeficientes, y se opera sobre las
variables segun las propiedades de la potenciacion.

Ejemplo. (3 ab). (*sa b’x) =3/2 a* b’
Osea3.»=3/2
aa= a’
b. b* = b°
1.x=x
Observacion. puede suponerse que el 1° monomio esta multiplicado por x°.

e El producto entre monomio y polinomio, o entre polinomios, se efectla aplicando la
propiedad distributiva.

Ejemplo. X (y — 2x)

Aplicando propiedad distributiva: Xy -2 Xy

Ahora tomando (X) como factor comin (es factorporque esta multiplicando, y es comtuin porque
esta en ambos miembros): Xy — 2xy = (X) (y -2y)

Ejemplo. Probar que (@a+b)’=a’+2ab+b’

Resolviendo el miembro de la izquierda: (a+b)’=(a+b)(@+h)

Distribuyendo: a’+ba+ab+b’

Agrupando: a’+ 2 ab + b® porque ba= ab y pueden
sumarse.

En el caso de (a - b) 2, también resulta un trinomio cuadrado perfecto: a®- 2 ab + b’

Polinomios
Un polinomio P(x) es una expresion de la forma
an Xn + an.1 X my . tTaX+ag

donde;:
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an, @n.1, @1, 4o SON nUmeros reales llamados coeficientes,
x €es la variable,
n es el grado del polinomio,

Qo es el término independiente.

¢ Un polinomio estd completo si figuran todos sus términos (incluso los de coeficientes nulos).
Ejemplos. 3x+1x+6 (incompleto)
3x°+0x*+x+6 (completo)

Operaciones con polinomios

La suma, resta y division de polinomios gozan de las mismas propiedades que las
correspondientes operaciones entre reales.

e La adici6n de polinomios se efectlia sumando los coeficientes de los términos de igual grado.
Ejemplo: sumar P(x) + Q(x), donde P(x)=2 x* + 3; Q(x)=3 x° + x + 5.
P(x) + QX)=5x° +x +8
e En la sustraccién, se suma al polinomio minuendo el opuesto del polinomio sustraendo.
Ejemplo. Siendo P(x) = x* + 2 x3- 3 x>+ 8: Q(x) = 2 x* -1, efectuar 2 P(x) - x Q(X)
2P(X) - x Q(X) = 2(x* + 2x*-3x* + 8)- x(2X* - 1)
=2x +4x3-6X +16) + (-2X° + X)
=2x"+2x°-6x* + x+16
e El producto de dos polinomios se lleva a cabo aplicando la propiedad distributiva.
Ejemplo
Sean P(x)=2 x° + 3; Q(x)=3 x* + x + 5. Efectuar el producto de P(x).Q(x)
P(x). Q(X)= (2 x* +3). 3X° +x + 5)
=6x +2x°+10 X +9x* + 3x+ 15
=6x" +2x°+19 X* + 3x+ 15

e La division de un monomio por otro resulta en otro monomio, cuyo signo surge de aplicar la
regla de los signos de la division, su coeficiente es el cociente entre los coeficientes de
ambos monomio, y las variables surgen de operar de acuerdo a las reglas de potenciacion.

Ejemplo: Dados P(x)=-4x" y*; Q(x)=-2 X’y : hallar P(x) / Q(x)
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P(x) / Q)= (-4x°y°) 7 (22X’ y) = 2 xy*

Dados P(x)=-4x" y*; Q(x)=-2 X’y ; hallar Q(x) / P(x)

QX) 7 P(X)=(-2X*y) / (-4x° y?)=25 Xy

e La division de un polinomio por un monomio se efectlia como en el caso anterior, tomando
de a un término del polinomio a la vez.

Ejemplo. Sean P(x)= 5m*nx* + 2/3 m*n* - 4m*xy; Q(x)=2m°x; hallar P(x)/Q(x)
P(x)/7Q(x)= (5m’*nx* + 2/3 m®n*x - 4m3xy)/ (2m°x)
= (5m*nx*)/ (2m*)+ (2/3 m’n’x)/ (2m>x)+ (4mxy)/ (2m>x)
=5/2mnx3+1/3n*- 2y
e La division entre polinomios P(x) y Q(x) precisa de los siguientes requisitos:
P(x), el dividendo, debe ser polinomio completo y ordenado.
Q(x), el divisor, debe estar ordenado.
Observacion: un polinomio se ordena por potencias decrecientes.

La division cumple P(x)= Q(x).C(x) + R(x), donde C(x) es el cociente y R(x) es el resto, ambos a
averiguar.

Ejemplo. Sean P(x) =2 x 3+ 0 x % +x - 1y Q(X) =x > - x + 2. Calcular el cociente y el resto que
se obtiene al dividir P(x) en Q(x).

2x°+0x°+x-1 | x*-x+2

2x% - 2x% + 4x 2x +2
2x° - 3x-1
2%~ 2x + 4
x=-5/
entonces Cx)=2x+2yR(Xx)=-x-5
se puede escribir X +x-1)=(-x+2).2x+2)+(-x-5)
o también X +x-1)/ (C-x+2)=(2x+2)+(-x -5/ (X’ - x +2)

e El procedimiento de division entre polinomios (algoritmo) es el siguiente:

1. se divide el primer término del dividendo por el primer término del divisor, obteniéndose el
primer término del cociente.
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2. se multiplica éste por todo el divisor, y al resultado se lo resta del dividendo, obteniéndose el
primer resto parcial.

3. se repite hasta llegar a un resto de grado menor que divisor.

¢ Un caso especial se da cuando el divisor es de la forma (x + a), siendo a un nimero
cualquiera. En estos casos puede aplicarse la Regla de Ruffini. El cociente que se obtiene es
un grado menor que el dividendo. Los coeficientes se obtienen del siguiente modo:

1. El primer coeficiente del cociente es igual al primer coeficiente del dividendo.

2. El segundo se obtiene multiplicando el coeficiente anterior por (-a), y sumandole el
coeficiente del segundo término del dividendo; asi se continta con todos los coeficientes.

3. El resto se obtiene multiplicando el Gltimo coeficiente del cociente por -a 'y sumandole el
término independiente del dividendo.

e Para el célculo directo del resto cuando el divisor es de la forma (x + a) se reemplaza en el
dividendo a x por -a.

¢ Otro caso especial es el de la division de un polinomio por un binomio de la forma:
(x"+a"): (x  a)
Hay cuatro (4) casos posibles:

1. (x"+a"): (x +a) Solo es posible cuando n es impar.

2. (x"+a"): (x - a) Nunca es divisible.

3. (x"-a"): (x +a) Solo es posible cuando n es par.

4, (x"-a"): (x - a) Siempre es divisible.

e Teorema del resto: Al dividir P(x) en (x — b), el resto de la division es el valor numérico del
polinomio P(x) particularizado para x = b. Esto es: R =P (b).
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Ejemplo. Calcular el resto en la division de P(x)= (-x*+ 2x -1) en Q(X)= (x - \2)
R=P(\V2)=-(V2)*+2+2-1=2~2-3

R=2V2-3

e Laraiz a de un polinomio P(x) corresponde al valor de a que hace P(a)=0.

e Todo polinomio P(x) = an X" + an.1 X" + ano X" + ... + ao de grado n tiene al menos un cero
complejo (Teorema fundamental del Algebra)

¢ Todo polinomio que es diferencia de cuadrados es igual al producto de la diferencia de las
bases de dichos cuadrados por la suma de las mismas, es decir: (a° - b% =(a-b) (a +b)

eDadoque (a+b)?=a’+2ab+b’yque(a-b)®>=a’-2ab+b’ los trinomios de la forma a*
+ 2 a b+ b? (denominados trinomios cuadrados perfectos) se pueden factorizar como
cuadrados de binomios.

Observaciones: (-a-bY’ =[-(a+b)]*=(a+b)j’=a’+2ab+b’

(b-a’=[(@-b)’=(a-b’=a’-2ab+b’

Para encontrar el binomio adecuado se procede del siguiente modo:
-Se buscan los dos términos cuadrados (a°, b%) y se determinan sus bases.
-Se comprueba que el término restante (2 a b) sea el doble de los cuadrados de las bases.

-Se analizan los signos y se determina si corresponde al cuadrado de una suma o al
cuadrado de una diferencia.

e | as expresiones algebraicas irracionales (en las que las variables estan afectadas por la
radicacion) se resuelven respetando las propiedades de la potenciacion y de la radicacion.

e Cuando las potencias de los factores del radicando son mayores al indice de la raiz, se
pueden extraer factores fuera de la raiz.

e Si en el denominador de una fraccion hay una raiz, se trata de buscar una expresion
equivalente que no involucre a una raiz en esa posicién, por medio de su racionalizacion. Para
ello, se multiplica al numerador y al denominador por una expresion tal que permita eliminar
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la raiz. En el caso de adicion y sustraccion de denominadores con raices cuadradas, se utiliza
multiplicar a ambos miembros por la expresion conjugada, haciendo uso de la propiedad de la

diferencia de cuadrados.

Férmulas de Factorizacion

ab+ac=a(b+c)
a’? — b* = (a + b)(a — b)
a’ + 2ab + b? = (a + b)?
a’ — 2ab + b? = (a — b)?
a® + b3 = (a + b)(a? — ab + b)’
a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b)’
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ANEXO V. GRAFICAS DE FUNCIONES

Graficas de funciones elementales
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Un resumen de transformaciones de grdficas

La grdfica de y = f(x) se muestra en negro en cada figura. El dominio de fes [—1, 3] y el rango de fes [—4, 3].

y=gx)=f(x)+ 3 y

La grafica de f esta desplazada verticalmente hacia
arriba 3 unidades.
Dominio de g: [—1, 3] Rango de g: [—1. 6]

- =hix) = flx} — 4
N W fix y = h(x)

La gréfica de festd desplazada verticalmente hacia
abajo 4 unidades.
Dominio de h: [—1, 3] Rango de h: [—8, —1]
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y =g(x)=flx— 3)

La grifica de f esta desplazada horizontalmente a la
derecha 3 unidades.
Dominio de g: [2, 6] Rango de g: [—4, 3]

y = hilx) = f(x + 6)

La grafica de festa desplazada horizontalmente a la
izquierda 6 unidades.
Dominio de A: [—7. —3] Rango de h: [—4, 3]

y = g(x) = 2f(x) [2>1]

La grifica de festd estirada verticalmente en un factor

de 2.
Dominio de g: [—1, 3] Rango de g: [—8, 6]

v =hx) =3fk) [3<1]

La grifica de festd comprimida verticalmente en un
factor de 2.
Dominio de &: [—1, 3] Rango de h: [—2. g]

y=¢gx)=f2x) [2>1]

La grafica de f esta comprimida horizontalmente en
un factor de 2.

Dominio de g: [—% %] Rango de g: [—4, 3]

y = hix) =f(l?-\') B < l]

La grafica de f estd estirada horizontalmente en un
factor de 2.
Dominio de h: [—2, 6] Rango de h: [—4, 3]

y = glx) = —f(x)

La grafica de f estd reflejada pasando por el eje x.
Dominio de g: [—1, 3] Rango de g: [—3, 4]

y = h(x) = f(—x)

La grdfica de festd reflejada pasando por el eje y.
Dominio de A: [—3, 1] Rango de h: [—4, 3]

v = h(x)

v =g(x)

y :f(x)
y = h(x)

y= f(x)
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y = g(x) = | f(x)]

Refleja los puntos en f con valores x negativos pasando

por el eje x.

Dominio of g: [—1, 3]

y = hix) = f(|x])

Rango de g: [0, 4]

Refleja los puntos en f con valores x positivos pasando

por el eje y.

Dominio of h: [—3, 3]

Rango de h: [—4, 3] alo

sumo. En este caso, la ima-
gen es un subconjunto de

[—4, 3]

Grdficas de funciones trigonométricas y sus inversas

v =senx
Dominio: [

Rango: [—1. 1]

¥ =C0sX
Dominio: R

Rango: [—1. 1]

y=tanx

|
SN E e

.. T
Dominio: x # o + an

Rango: R
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=Y



= secx

v

= Cs8C X

¥

y=cotx

Dominio: x #= wn

m

Dominio: x # ) +

Dominio: x # mn

Rango: R

Rango: (—o, —1] U [1, =)

Rango : (—oe, —1] U [1, =)

=tan'x

v

y=cos 'x

y=sen 'x

Dominio: [—1, 1]

Dominio: [—1. 1]

Dominio: B

Rango: [0, 7]
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LY Y LY
T T ﬂ
2] T T T AT T ——— 2
SR I T T SR I T
w aa aw
‘/ T2 T2 e
v=ocsc'x y=sec'x y=cot 'x
Dominio: (—s, —1] U [1, =) Dominio: (—oe, —1] U [1, =) Dominio: [
" w [ @ ar 3ar)
Rango: (..— ., —?} U (0 T} Rango: [0.?) U |:ﬂ'.?) Rango: (0, o)
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Valores de las funciones trigonométricas
de dngulos especiales en una circunferencia unitaria

P(x,v) = P(cos 1. sen ) |

Para hallar los valores de las otras funciones trigonométricas, use las definiciones siguientes:

x
tant=%(six#0) cott=7(si_v;é0)

sect=%(six#0) csct=%(siy¢0)
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ANEXO V. ANALISIS, COMPRENSION Y MODELIZACION DE
PROBLEMAS FUNCIONALES

Introduccion

La intencion de esta propuesta en el desarrollo del Curso de Ingreso es desarrollar
actitudes, habitos y formas de pensamiento que mejoren la capacidad para resolver problemas.

Resolver un problema exige conocimiento, reflexién, razonamiento I6gico y alguna
dosis de ingenio, intuicién y sagacidad. Hay personas que tienen mas capacidad para
resolver problemas que otras de similar formacion. Estas personas aplican, generalmente de
una manera inconsciente, toda una serie de métodos y mecanismos que suelen resultar
especialmente adecuados para abordar problemas. Estas operaciones mentales se conocen
como procesos heuristicos. Una heuristica es una regla practica basada en la experiencia,
sobre la cual no existe garantia.

Los procesos heuristicos pueden adquirirse y una persona puede aprender
estrategias que aumentan su capacidad para resolver problemas que de otra manera le
hubieran resultado “dificiles”. Una estrategia es un método general, una guia que puede
aplicarse para hallar la resolucién de muchas clases de problemas. Existen diferentes
estrategias para enfrentar la resolucion de un problema. Algunas de las que vamos a explorar
son:

Hallar una representacién gréafica que permita visualizar los datos del problema y sus
relaciones.

Identificar la similitud con otros problemas ya resueltos
Reformular el problema

Dividir el problema en varios sub-problemas mas simples
Razonar hacia atras

Partir de un supuesto

Cuando nos encontremos blogueados ante un problema, estas estrategias pueden
resultar una ayuda valiosa para encontrar el camino hacia la solucion. Las estrategias no son
alternativas sino complementos hacia la solucion.

Por supuesto una estrategia no suple la falta de conocimientos especificos, ni
transforma la resolucion en un proceso algoritmico.

Es muy importante destacar que es posible que se llegue a la respuesta utilizando otros
caminos. Es particularmente valiosa la reflexion acerca de cada alternativa de resolucion del
problema.
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Objetivo general

El proposito fundamental es estimular el desarrollo de habilidades que resulten utiles
para la resolucion de problemas de cualquier dominio de aplicacion, concibiéndolo como un
espacio articulador en el Curso de Nivelacion de Matematica.

Fundamentos y metodologia propuesta

La resolucion de problemas al facilitar el desarrollo de actitudes, habitos y formas de
pensamiento que mejoran las capacidades basicas permite un mejor desenvolvimiento no s6lo
en el ambito académico, sino también en la vida cotidiana.

Definimos problema como el planteamiento de una situacion cuya respuesta
desconocida debe obtenerse a través de métodos cientificos.

Resolver un problema requiere tiempo y esfuerzo. El proceso de resolucién puede
resultar una experiencia placentera y motivadora, ya que tiene algo de descubrimiento,
aumenta nuestro conocimiento, aporta nuevos puntos de vista, y mejora nuestra capacidad
para resolver otros problemas en el futuro.

El desarrollo de estas capacidades va a requerir de ciertos conocimientos, pero
también del entrenamiento que brinda el resolver situaciones que requieren de esfuerzoy
perseverancia.

El proceso de resolucién de un problema

Requiere recorrer tres etapas fundamentales
I- Analizar y comprender el problema.

En un problema pueden distinguirse tres componentes: los datos, la incognita y un conjunto de
reglas o restricciones que vinculan a los datos con la incognita. El andlisis de un problema
comienza por lo tanto identificando estas componentes. Un problema se plantea por lo general
mediante un enunciado que debe analizarse y comprenderse.

Pasos para el andlisis y la comprensién de un problema
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+ Leer con detenimiento TODO el enunciado, a cargo del lector. Si la ansiedad lo llevé a
leer superficialmente el enunciado del problema, nuestra sugerencia es volver a leerlo con
mayor atencion antes de pasar al préximo paso.

» Comprender claramente el significado de cada palabra y cada frase.

+ Poner especial atencion a los signos de puntuacion, ya que de ellos depende el
significado de cada frase.

* Identificar la incdgnita.

+ Identificar datos explicitos (puede haber relevantes o irrelevantes). Un dato es relevante
cuando es necesario para obtener solucion del problema

* Identificar datos implicitos (puede haber relevantes o irrelevantes) y hacerlos explicitos.
 Eliminar dobles negaciones o transformar negaciones en afirmaciones. “no es cierto que lo
que dijo es falso”

+ Detectar imprecisiones 0 ambigledades, y resolverlas antes de seguir avanzando.

» Hacer inferencias a partir de los datos detectados y transformarlos en explicitos.

» Construir un enunciado simple y sencillo con los datos considerados relevantes.

+ Verificar la equivalencia entre la especificacion inicial y el enunciado obtenido.

lI-. Construir la solucion: En esta etapa se elige y se aplica una estrategia o un conjunto de
estrategias combinadas.

llI-. Verificar la solucion: La etapa final es confrontar los resultados obtenidos con el problema
planteado, verificando que la solucion sea correcta.

No siempre se utilizaran todos los pasos, ni tampoco en este orden.
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GLOSARIO

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ejercicio: Actividad destinada a adquirir, desarrollar o conservar una facultad o cualidad
que en el aprendizaje de ciertas disciplinas sirve de psiquica o fisica.

Trabajo préctico. Complemento y comprobacion de la ensefianza teorica.

Problema: Planteamiento de una situacion cuya respuesta desconocida debe obtenerse a
través de métodos cientificos.

Acertjjo. Enigma o adivinanza que se propone como pasatiempo.

Enunciado: Secuencia finita de palabras delimitada por pausas muy marcadas, que puede
estar constituida por una o varias oraciones.

Definicion. Proposicion que expone con claridad y exactitud los caracteres genéricos y
diferenciales de algo material o inmaterial.

Andélisis. Distincién y separacion de las partes de un todo hasta llegar a conocer sus
principios o elementos.

Comprension. Facultad, capacidad o perspicacia para entender y penetrar las cosas.

Proceso. Conjunto de las fases sucesivas de un fendmeno natural o de una operacion
artificial.

Resolucion. Accién hallar la solucién de un problema.

Solucion: Desenlace o término del proceso de resolucion de un problema, tal que satisface
las condiciones del enunciado.

Incégnita. Causa o razén no conocida en un problema a resolver.

Razonar. Discurrir, ordenando ideas en la mente para llegar a una

Pensar: Reflexionar, examinar con cuidado algo para formar dictamen.

Deducir: Inferir las consecuencias de un principio, proposicion o supuesto.
Inferir: Sacar una consecuencia o deducir algo de otra cosa.

Conjetura: uicio probable de cierta cosa que se deduce por alguna sefial
Hipdtesis. Suposicion, cierta o no, que permite sacar de ella una consecuencia.
Explicito. Que expresa clara y determinadamente una cosa.

Implicito: Incluido en otra cosa sin que esta lo exprese.
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